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Vorwort

Die Motivation zum Verfassen dieses Buches ergab sich durch die Dissertation von Sabrina
ProB (2013). In ihrem Buch behandelt sie das Modellieren und Optimieren von hybriden
Prozessen in biologischen Systemen und entwickelt auf der Basis von Petri-Netzen einen
Formalismus mit der Bezeichnung ,Extended Hybrid Petri Nets* (kurz: xHPN), um damit
insbesondere biologische Prozesse modellieren, analysieren und optimieren zu kénnen. Um
Petri-Netze als graphische Modellierungsmethode einsetzen zu koénnen, wurde mit Hilfe der
objektorientierten Modellierungssprache Modelica eine Petri-Netz-Bibliothek namens PNIib

erstellt.!

Im Rahmen eines internen AMMO?Z-Projektes sollte diese Modelica-Bibliothek um wesent-
liche Elemente aus dem Bereich der gefarbten Petri-Netze (Coloured Petri Nets) erweitert
werden. Zum Zwecke der Selbstschulung und als Arbeitsgrundlage fiir alle Projektmitglie-
der entstand nebenbei ein sehr ausfiihrliches ,,Glossar”, in welchem die wichtigsten Begriffe
und Zusammenhénge des umfangreichen Gebiets der Petri-Netze zusammengetragen wur-
den. Durch Einfiigen von veranschaulichenden Beispielen zu den einzelnen Begriffen und
ausfithrlichen Beschreibungen der Zusammenhénge entstand aus dem Glossar ein Buch, das
sich auch fiir interessierte Personen eignet, die noch kein oder nur ein sehr eingeschranktes
Vorwissen iiber Petri-Netze besitzen. Allerdings wird das facettenreiche Gebiet der Petri-
Netze und insbesondere auch der gefarbten Petri-Netze in diesem Buch nur eingeschrankt
betrachtet, wobei der Fokus auf die Umsetzung der Theorie in praxisrelevante Anwendungs-
moglichkeiten fiir Modelica-Modelle gerichtet ist, indem verschiedene Auflosungsméglichkei-
ten von allgemeinen Konflikten beim Feuerprozess von (gefdrbten) Petri-Netzen entwickelt

werden.

Petri-Netze dienen der Modellierung von realen Prozessablaufen. Fiir den Fall, dass Petri-
Netz-Modelle zur Simulation eingesetzt werden und die Simulationen automatisch und ohne
(oder nur teilweise mit) Interaktionen eines Anwenders ablaufen sollen, muss sichergestellt
sein, dass im Modell auftretende Entscheidungskonflikte durch zuvor implementiertes Ent-
scheidungsverhalten automatisch gelost werden. Dabei ist unterschiedliches Entscheidungs-
verhalten in unterschiedlichen Realsituationen denkbar, weil sie zufallsgesteuert, prioritéts-

oder nutzenorientiert sein konnen.

!Die Bibliothek PNlib wurde auf der 9. Internationalen Modelica-Konferenz 2012 preisgekrént
(http://www.fh-bielefeld.de/presse/archiv/library-award-fuer-mathematiker-der-fh-bielefeld).

2AMMO steht fiir ,,Angewandte Mathematische Modellierung & Optimierung® und ist ein Forschungs-
schwerpunkt des Fachbereiches Ingenieurwissenschaften € Mathematik der Fachhochschule Bielefeld
(http://www.fh-bielefeld.de/ammo).



Um einem Entwickler von Petri-Netz-Modellen (,,Modellierer*) die Moglichkeit an die Hand
zu geben, verschiedene, den Realsituationen angepasste Entscheidungsmuster zur automati-
sierten Konfliktlosung implementieren zu konnen, bedarf es einer ,Werkzeugkiste“, aus der

er sich bedienen kann.

In diesem Buch werden einige solcher Werkzeuge zur automatisierten Konfliktlosung vorge-
stellt. Dabei wird die Entwicklung dieser Konfliktlosungstools in drei Stufen vorgenommen.
Zunéchst werden ,normale“ Petri-Netze behandelt und an ihnen die Prinzipien der Konflikt-
l6sungsansatze erklart. Danach werden diese Losungsansitze auf die allgemeineren Félle von
gefarbten Petri-Netzen iibertragen, und zwar zunéchst mit konstanten und schlieflich mit

variablen Pfeilbewertungen.
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1 Einfihrung in Petri-Netze

In diesem Kapitel soll moglichst anschaulich in die Grundidee von Petri-Netzen eingefithrt

und deren Formalisierung vermittelt werden.!

1.1 Anschauliche Darstellung von Petri-Netzen

Petri-Netze lassen sich als schwach zusammenhingende, 2-gefirbte Digraphen auffassen.?

Die beiden ,Farben® bzw. die entsprechenden Knoten heifilen Plitze (engl. places) bzw.
Transitionen (engl. transitions). Grafisch werden Plétze als kreisrunde und Transitionen als
rechteckige Knoten dargestellt. Jeder Platz darf eine Anzahl k£ > 0 von sogenannten Mar-
ken (oder Token) speichern. Eine konkrete Festlegung, wie viele Marken die verschiedenen

Plitze beinhalten, nennt man Markierung oder Zustand des Petri-Netzes.?

Das folgende Beispiel eines Petri-Netzes besteht aus fiinf Platzen (p;, ¢ = 1,...,5) und
vier Transitionen (t;, j = 1,...,4). Der aktuelle Zustand dieses Petri-Netzes ist durch die
Anzahl z; von Marken auf den verschiedenen Plétzen p; festgelegt, also z; = 2, zo = 3,

23 =2z4 =25 = 1.

1Eine ausfiihrlichere und weiterfiihrende Einfiihrung in die Begriffswelt von Petri-Netzen findet man u.a.
in [Bau97], [Rei82], [Reil0], [Sta90], [PWO03].

27u den graphentheoretischen Begriffen siehe [BMO08], [Bra94], [Die10], [KV12], [NS96], [Nol76], [Sch03].

3Man mache sich klar, dass die Marken in einem Petri-Netz als (temporiire) Knotenbewertungen aufgefasst
werden kénnen.
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Abbildung 1.1: Beispiel eines Petri-Netzes in einem initialen Zustand

Alle Platze, von denen aus Pfeile zu einer Transition ¢ fithren, werden als Vorbedingungen
(input places) von t bezeichnet. Alle Platze, zu denen Pfeile von ¢ aus hinfiihren, heiflen
Nachbedingungen (output places) von t. Im obigen Beispiel stellen die Plitze p, und p; die

Vorbedingungen und die Plitze p; und p, die Nachbedingungen der Transition ¢ dar.

Es sind auch parallele Pfeile (Mehrfachpfeile) zwischen Plitzen und Transitionen und um-
gekehrt erlaubt (wie im Beispiel zwischen py und ¢ bzw. t3 und ps). Dabei spricht man von
k-fachen Vor-bzw. Nachbedingungen. Diese Form der Darstellung lésst sich aber auch durch

entsprechende Pfeilbewertung ersetzen:



1.1 Anschauliche Darstellung von Petri-Netzen
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Abbildung 1.2: Darstellungsformen von Pfeilgewichtungen

Dariiber hinaus ist grundsatzlich zugelassen, dass ein Platz p gleichzeitig Vor- und Nachbe-
dingung einer Transition ¢ ist (siche folgende Skizze). Hierbei spricht man von sog. Petri-

Schlingen.

P

Abbildung 1.3: Beispiel einer Petri-Schlinge

Alle Transitionen ,spielen“ nun weitgehend unabhangig voneinander das folgende Tokenspiel
auf dem Petri-Netz: Falls auf allen Vorbedingungen von Transition ¢ passend viele Marken
liegen, d.h. mindestens k& Marken auf jeder k-fachen Vorbedingung, so heifit die Transition
t aktiviert oder feuerbar. Eine feuerbare Transition ,feuert“, indem sie in einem Schritt k
Marken von jeder k-fachen Vorbedingung entfernt und m Marken auf jede m-fache Nachbe-

dingung legt.

Im obigen Beispiel (Abb. 1.1) sind aktuell alle Transitionen feuerbar. Dabei liefert bei-
spielsweise das Feuern von Transition ¢, den in Abb. 1.4 dargestellten Zustand des initialen
Petri-Netzes.
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Abbildung 1.4: Zustand des Petri-Netzes aus Abb. 1.1 nach Feuern der Transition ¢,

Im initialen Zustand des Petri-Netzes (Abb. 1.1) sind einige Transitionen auch nebenliufig
feuerbar, d.h. sie lassen sich gleichzeitig (parallel) genauso wie hintereinander (seriell) aus-
fithren, ohne dass sich die Ergebnisse nach parallelem bzw. seriellem Feuern unterscheiden.
Beispielsweise sind die Transitionen ¢; und t, nebenldufig feuerbar, ja sogar ti, to und t3
oder t1, to und t4. Demgegeniiber sind die Transitionen ¢3 und ¢4 nicht nebenlaufig feuerbar,
da ein Feuern von ¢3 (oder ¢4) die einzige Marke von ps entfernt und damit das Feuern der

anderen Transition ¢4 (bzw. t3) unmdoglich macht.

Durch ein nebenldufiges Feuern der Transitionen ¢y, to und t3 ergibt sich aus dem initia-

len Zustand des Petri-Netzes (Abb. 1.1) der Folgezustand gemaf Abb. 1.5.

Wenn fiir eine Menge {t;,,...,%;, } von feuerbaren Transitionen nebenlaufiges Feuern nicht
moglich ist, spricht man von einem , Feuerkonflikt“ dieser Transitionenmenge bzw. der zuge-
horigen Platze. MaBnahmen zur Auflésung von Feuerkonflikten stehen im Mittelpunkt der

Betrachtungen von Kapitel 2.
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Abbildung 1.5: Zustand des Petri-Netzes aus Abb. 1.1 nach nebenldufigem Feuern von t¢;, t2 und
t3

1.2 Formale Darstellung von Petri-Netzen

Um mogliche Zustandsédnderungen eines Petri-Netzes formalisieren zu kénnen, wird zunéchst

eine formale Definition fiir Petri-Netze gebracht:

Definition 1.1:

Ein Netz N ist ein Tupel N = (P, T, F, B) mit einer endlichen Menge P = {p1,...,pn}
und einer endlichen Menge 7' = {t1,...,t,}, wobei PN T = @); zudem gelte F C P x T,
B C T x P. Die Elemente aus P werden Pldtze (places) und die Elemente aus 7' werden
Transitionen (transitions) genannt. Die Elemente aus F'UB heilen Pfeile oder Bogen

(arcs) oder gerichtete Kanten von N.

Offensichtlich stellt G = (V, E) mit V= PUT und E = F' U B einen 2-gefirbten Digraph
dar.
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Der entsprechende gewichtete Digraph G = (V, E, f) lasst sich als ein (ungewichteter) Multi-
digraph? G* interpretieren, indem jeder Pfeil (i, j) € E durch f(i, j) parallele (ungewichtete)
Pfeile ersetzt wird. Entsprechend wird auch von der gewichteten bzw. ungewichteten Dar-

stellungsform eines Petri-Netzes gesprochen.?

Eine Markierung von N lisst sich als eine Knotenbewertung der Knoten(teil)menge P auf-

fassen. Die Knotenwerte z(p) spiegeln sich in der graphischen Darstellung des Petri-Netzes
N als die Anzahl der Marken an den Platzen p € P wieder.

'Hierbei wird die vereinfachte Schreibweise f(p, t) statt f((p,t)) vereinbart.

2Zum Begriff Multidigraph siche einschligige Literatur.

3Im Folgenden wird insbesondere die gewichtete Form von Petri-Netzen verwendet werden.

4Mit Ny ist die Menge {0,1,2,3,...} aller nichtnegativen ganzen Zahlen bezeichnet, d.h. NU {0}.

(=
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Beispiel:

In Abb. 1.6 ist das Petri-Netz aus Abb. 1.1 in gewichteter Form dargestellt: N = (P, T, F, B, f)
mit P = {p1,pa,p3,p4,05}, T = {t1, ta, t3, ta}, F' = {(p1, 1a), (p2,t1), (P2, t2), (p3,t2), (P4, 13),
(ps,t3); (Ps,ta)}, B = {(t1,p4), (ta,p5), (ta,p1), (t3,p2), (t4,13), (ta,12)}-

Die Gewichte sind f(t3,p2) = f(p2,t2) = 2, sonst 1.

Die Markierung (bzw. der Zustand) von N ist z = (2,3,1,1,1).

Die Vor- bzw. Nachbereiche der Platze sind ep; = {t3}, eps = {t3,t4}, ®p3 = {t4},

opy = {t1},0ps = {t2} bzw. pje = {t1}, pre = {t1,t2}, p3@ = {ta}, pse = {t3}, pse = {t3,t4}.
Die Vor- bzw. Nachbereiche der Transitionen sind et; = {p;, p2}, ot = {p2, p3},

oty ={ps,ps},

o ty={ps} baw. te = {pi}, 120 = {ps}, {38 = {p1,po}, ta® = {p2, ps}.

P1

Abbildung 1.6: Beispiel eines gewichteten Petri-Netzes (vgl. Abb. 1.1)
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1.2.1 Serielles Feuern

Das Feuern einer Transition ¢t von N kann allgemein als ein Vektorfeld f; : Nj* — N mit

7' falls t z-feuerbar ist

fi(z) =

7z sonst

aufgefasst werden.

Die Zustandsiibergiange lassen sich wie folgt beschreiben: Die Symbolik z(t)z’ bedeutet,
dass die Transition ¢ eines im Zustand z vorliegendes Petri-Netzes N aktiviert ist und N
nach dem Feuern der Transition ¢ in den Zustand z’ {ibergeht. Man sagt auch kurz: ¢ feuert

von z nach z’.

Mittels dieser Schreibweise lassen sich nun auch allgemeinere Zustandstibergangsketten be-

schreiben, die man auch als (serielle) Rechnungen bezeichnet:
2 (t),)2 )5 (1,)2

wobel jr € {1,...,m} fur k = 1,...,r gilt. Man beachte, dass sichergestellt ist, dass jede
Transition ¢;, auch z*-feuerbar ist, und eine Transition mehrfach in einer Rechnung vor-

kommen kann. Man mache sich ebenfalls klar, dass jede in einer Rechnung vorkommende



1.2 Formale Darstellung von Petri-Netzen

Transition erst dann aktiviert sein muss, wenn ihr Feuern ansteht.

Beispiel:
Im obigen Beispiel (Abb. 1.6) sind aktuell alle Transitionen feuerbar. Nun wird die Transition

ty seriell gefeuert:

2 2 2
3 3—2 1
Vom Zustand z = | 1 [ wird in den Zustand z' = |1 —1 | = | 0| {ibergegangen.
1 1 1
1 1+1 2
( N )
b1

. 2 Pa

2 t
Ps 4
e /0 o
e/
[ )

Abbildung 1.7: Zustand des Petri-Netzes aus Abb. 1.6 nach Feuern der Transition ¢y
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1.2.2 Nebenlaufiges Feuern

Neben dem seriellen Feuern, bei dem selbst bei seriellen Rechnungen immer nur genau eine
aktivierte Transition bzgl. eines Zustandes z fiir einen Zustandsiibergang herangezogen wird,

soll nun auch nebenldufiges Feuern von mehreren Transitionen formalisiert werden. Hierzu

muss der Begriff der Feuerbarkeit verallgemeinert werden.

Beispiel:
Im obigen Beispiel (Abb. 1.7) sind aktuell die Transitionen ¢,¢3 und ¢, feuerbar. Werden
2
1
nun die Transitionen ¢, t3 und ¢, nebenldufig gefeuert, so wird vom Zustand z' = [0 | in
1
2
2—-1+1 2
1-1+2+41 3
den Zustand z” = 0+1 = | 1| dbergegangen.
1+1-1 1
2—-1-1 0

Um eine Doppelindizierung zu vermeiden, wird 0.B.d.A. angenommen, dass es sich um die r ersten Tran-
sitionen aus T handelt.

10



1.2 Formale Darstellung von Petri-Netzen

e
|

Q/
Abbildung 1.8: Zustand des Petri-Netzes aus Abb. 1.7 nach nebenldufigem Feuern der Transitionen
t 1, t;g und t4

Bemerkung:

Man mache sich klar, dass nebenldufige Feuerbarkeit von &k Transitionen {t¢1,...,¢;} im
Zustand z gemafl Def. 1.6 den Sachverhalt impliziert, dass diese Transitionen in jeder belie-
bigen Reihenfolge seriell feuerbar sind (serielle Vertauschbarkeit), wobei das jeweilige
serielle Feuern in ein und denselben Endzustand iiberfithrt. Umgekehrt gilt aber nicht, dass
sich aus serieller Vertauschbarkeit stets auch die nebenlaufige Feuerbarkeit ergibt, wie das

folgende Beispiel zeigt.

11



1 Einfiihrung in Petri-Netze

Beispiel:

131 12

Abbildung 1.9: Beispiel fiir ein nicht nebenldufig feuerbares Petri Netz mit serieller Vertauschbar-
keit
Offensichtlich sind die beiden seriellen Rechnungen z(t)z(t2)z und z(t,)z(t1)z méglich (und
beide liefern den Endzustand z), allerdings liegt keine nebenldufige Feuerbarkeit geméaf
obiger Definition vor:
S o fpt)=1+1=2>1=z(p).
te{ti 2}

Die Symbolik z(t1,t2)z’ bedeutet, dass ein nebenldufiges Feuern der Transitionen ¢; und ¢y
eines im Zustand z vorliegendes Petri-Netzes N moglich ist und N dabei in den Zustand
7' iibergeht. Die allgemeine Darstellung fiir einen Zustandsiibergang durch nebenlaufiges
Feuern von k Transitionen ist z(t;,,t;,, ..., t;,)2". Mittels dieser Schreibweise lassen sich nun
auch allgemeinere Zustandsiibergangsketten beschreiben, die man auch als Rechnungen

bezeichnet:

A A A D L (T T T LA A (TR TR TR AL

12



2 Allgemeine Konfliktlosungen bei

Feuerprozessen von Petri-Netzen

Beim nebenlaufigen Feuern kann es in Abhéngigkeit von der Modellierung eines konkreten

Prozesses durch ein Petri-Netz und dem Zustand des Petri-Netzes im Prozessverlauf zu so

1

genannten allgemeinen Konfliktsituationen kommen', wie das folgende Beispiel zeigt:

Abbildung 2.1: Allgemeine Konfliktsituation

Wie man gut erkennen kann, ist jede Transition aktiviert und seriell feuerbar, die Menge

{t1,ta,t3} ist allerdings nicht nebenléufig feuerbar. Nun kann es aber von Interesse sein,

!Neben den hier beschriebenen allgemeinen Konflikten kénnen auch noch andere spezielle Konfliktsitua-
tionen auftreten, zum Beispiel kapazitive Input-Konflikte und kapazitive Output-Konflikte oder aktuelle
Zeitkonflikte, welche hier nicht niher behandelt werden; vgl. [Pro13].

13



2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

einen Teil der Transitionenmenge oder sogar maximal viele Transitionen trotzdem zu feu-
ern. Im obigen Beispiel wéaren jeweils zwei Transitionen nebenlaufig feuerbar, und zwar in
den Konstellationen {t;,t2} oder {t,t3} oder {ts,%3}. Es stellt sich also der Entscheidungs-

konflikt, welche dieser Konstellationen zum Feuern freigegeben werden soll.

Die oben beschriebene ,lokale* Konfliktsituation bezieht sich nur auf einen einzigen Platz.
Im Allgemeinen aber kann sich auch ein , globaler* Entscheidungskonflikt einstellen, wie in

der folgenden Abbildung exemplarisch dargestellt wird.

Abbildung 2.2: Mehrere allgemeine Konflikte mit gegenseitiger Beeinflussung

Die Pldtze p; und p, des obigen Petri-Netzes liefern jeweils einen allgemeinen Konflikt, aber
weil die Transition ¢y zum jeweiligen Nachbereich von p; und ps gehort, beeinflussen sich
diese beiden Konflikte. Der Platz p; kann entweder ¢; oder ¢ zum Feuern freigeben; der
Platz ps kann es entweder t5 oder t3 ermoglichen zu feuern. Die Transition ¢4 ist keine Op-

tion, weil diese aufgrund fehlender Token in ps nicht aktiviert ist.

14



Oft ist es bereits die Aufgabe der Netzmodellierung, derartige Konflikte auszuschlieflen,
weil sie beispielsweise nicht Untersuchungsgegenstand eines Prozesses, welcher durch ein
Petri-Netz abgebildet werden soll, sind bzw. sein sollen. Umgekehrt kann es sich bei sol-
chen Konflikten durchaus um typische Problemstellungen im Ablauf von zu modellierenden
Prozessen handeln, etwa Entscheidungssituationen bei begrenzten Ressourcen, fiir die ver-

schiedene Losungsmoglichkeiten mit Hilfe von Petri-Netzen analysiert werden sollen.

Im Folgenden soll es sich unabhéngig von der origindren Bedeutung um abstrakte Konflikt-
situationen handeln, die sich immer dadurch ergeben, dass es nicht méoglich ist, simtliche
aktivierten Transitionen nebenldufig zu feuern. Es stellt sich dann die Aufgabe, aus der
Menge T'A(z) aller im Zustand z aktivierten Transitionen eine derartige Teilmenge T F(z)

zu entnehmen, deren Elemente im Zustand z nebenliufig feuerbar sind.!

Die zu bestimmende Menge von nebenldufig feuerbaren Transitionen kann je nach Pro-
blemstellung an unterschiedliche Bedingungen gekoppelt werden. So kann es von Interesse
sein, tiberhaupt eine solche feuerbare Transitionenmenge ohne weitere Bedingungen zu fin-
den. Sollte es allerdings mehr als eine feuerbare Transitionenmenge geben, so konnten diese
verschiedenen Optionen als unterschiedlich ,,gut* oder ,niitzlich“ zu bewerten sein, falls ein

entsprechendes Giitekriterium zugrunde liegt.

Es stellt sich also die grundsatzliche Aufgabe, fiir verschiedene Interessenslagen passende
Auswahlverfahren zu entwickeln und zu implementieren, die im Konfliktfall zur Anwendung

gelangen und zur ,automatischen Auflosung” dieser Konfliktsituationen fithren.

Um Konflikte in Petri-Netzen ,automatisiert* mittels implementierter Strategien zur Freiga-
be fiir nebenlaufiges Feuern von Transitionen lésen zu lassen, werden zundchst Bewertungs-
funktionen eingefithrt. Mit Hilfe dieser Bewertungsfunktionen werden verschiedene Freiga-
bestrategien vorgestellt, wobei im Wesentlichen zwischen lokalen und kollektiven Freigabe-

prozessen zu unterscheiden sein wird.

Nach der formalen Einfithrung des Begriffes ,, Allgemeiner Konflikt“ in Abschnitt 2.1 werden
in Abschnitt 2.2 | Lokale Losungsansétze” und spéter in Abschnitt 2.3 | Kollektive Losungs-
anséitze” vorgestellt. Bei den lokalen Losungsansitzen wird jeder Platz p einzeln betrachtet

und jeweils eine lokale Freigabemenge TE(p) bestimmt. Diese lokalen Freigabemengen un-

1An dieser Stelle sei angemerkt, dass nicht unbedingt alle aktivierten Transitionen eines Petri-Netzes,
sondern auch ausgewdhlte Transitionen, also eine Teilmenge von T'A(z), einer solchen Konfliktlosung
unterzogen werden kénnen.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

terliegen der Vorgabe der mazimalen Feuerbarkeit, indem sie gewéahrleisten, dass alle Transi-
tionen aus T E(p) nebenlaufig feuerbar sind und die Hinzunahme einer weiteren aktivierten
Transition aus dem Nachbereich von p die nebenldufige Feuerbarkeit verletzen wiirde (,ma-
ximal feuerbar®). Die lokalen Freigabemengen induzieren auf kanonische Weise eine Menge
TE(z) von nebenldufig feuerbaren Transitionen des Petri-Netzes in einem Zustand. Schlie8-
lich werden in Abschnitt 2.3 auch noch kollektive Losungsanséitze behandelt.

2.1 Formale Definition eines allgemeinen Konflikts

Zunéchst werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

Ist die Markierung z fest vorgegeben bzw. als bekannt vorauszusetzen, wird vereinfacht auch
T A statt TA(z) bzw. T A, (p) statt T Ay, (p, z) baw. T Apw(p) statt T A (p, z) geschrieben.




2.1 Formale Definition eines allgemeinen Konflikts

Man mache sich klar, dass ein Platz p nur dann einen allgemeinen Konflikt auslésen kann,

wenn die Menge T'A,.(p) mehr als eine (aktive) Transition enthélt.

Beispiel:

In Abb. 2.3 sind die einelementigen Transitionenmengen {t;}, {t2} und {t3} jeweils zwar
feuerbar, aber nicht maximal feuerbar. Die zweielementigen Transitionenmengen {t1,ts}
und {#1,t3} sind maximal feuerbar, wihrend die Transitionenmenge {ts,t3} nicht feuerbar

ist.

Abbildung 2.3: Maximal feuerbare Transitionenmengen

17



2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

2.2 Lokale Losungsansatze fiir allgemeine Konflikte

Zunachst sollen die Konfliktsituationen lokal behandelt werden, d.h. es wird ein einzelner
Platz p betrachtet. Bei dieser Betrachtungsweise bleibt eine gegenseitige Beeinflussung von

Konflikten im Hinblick auf verschiedene Platze noch unberticksichtigt.

Ist die Markierung z fest vorgegeben bzw. als bekannt vorauszusetzen, wird vereinfacht auch
TEou(p) statt TE,u.(p,z) geschrieben.

Prinzipiell ist jede maximal zulassige Teilmenge T'E,..(p) von T Ay (p) eine mogliche Lo-
sung des allgemeinen Konfliktes bzgl. p. Um eine solche Menge zu erhalten, konnte man die
folgende triviale Vorgehensweise verwenden:

Setze T Eyui(p) := 0,5 := T At (p).
Solange S # 0 fiihre aus:

Waéhle beliebige Transition ¢y, € S aus.
Falls f(p,to) + Zierp,up f(0:t) < 2(p),
setze: T Eput(p) := T Epu(p) U {to}.
Setze: S := S\ {to}.
Nun konnte es je nach realer Problematik durchaus sein, dass nicht alle méglichen Losungen
gleich ,gut* oder ,niitzlich* sind. Um nun bestimmte Arten von Lésungen zu bevorzugen,

werden Bewertungen und dazugehorige Freigabe-Algorithmen vorgestellt, die — passend zum

realen Problem — dem Petri-Netz-Modell einverleibt werden kénnen.
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2.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte

2.2.1 Petri-Netze mit Bewertungen

Es werden drei verschiedene Bewertungen eines Petri-Netzes eingefiihrt:
1. Allgemeine Bewertungen

2. Prioritdten (insbesondere normierte Prioritdten)

3. Wahrscheinlichkeiten (insbesondere aktualisierte Wahrscheinlichkeiten)

Beispiel:
Die Pfeile aus Abb. 2.4 haben folgende allgemeine Bewertung:

o(pi,t1) =6
a(p1,t2) =5
o(pr, ts) = 4711
o(pi,ts) = 4,5

Allgemeine Bewertungen konnen als Kosten, Zeitaufwénde oder Nutzen betrachtet werden,
die es in bestimmten Problemféllen zu minimieren bzw. zu maximieren gilt. Insbesondere
werden in Anlehnung an [Prol3] zwei Spezialfille betrachtet, wobei die Pfeilbewertungen
als Priorititszahlen (o : F — N) oder als Wahrscheinlichkeiten (o : F — [0;1]) aufgefasst

werden.




2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Bewertung

Abbildung 2.4: Petri-Netz mit allgemeinen Bewertungen
Beispiel:
Die Pfeile aus Abb. 2.5 haben folgende (normierte) Prioritéten:

o(pr,t1) =1
o(p1,t2) =3
o(pr,t3) =2
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

Legende

Abbildung 2.5: Petri-Netz mit normierten Prioritdten

Bemerkung:

Man beachte, dass die oben eingefithrten Prioritatsfunktionen umkehrbare Abbildungen dar-
stellen, zumal die einzelnen Prioritdten o(p,t) paarweise verschiedene Werte sind, wodurch
die Pfeile p € P einer strikten Ordnung unterliegen. Davon abweichend lieBen sich durchaus
auch (nicht strikte) Prioritdtsfunktionen einfiihren, bei denen gleiche Prioritéten zugelassen
sind, d.h.

o(p,ti) = o(p, tx) fr t;, 1), € p e mit ¢; # ty.

Auf diese explizite Verallgemeinerung wird hier allerdings verzichtet, zumal diese Moglichkeit

implizit durch Def. 2.5 gegeben wird.

Man beachte auch, dass die in [Prol3, S. 79] eingefiihrten Prioritdtsfunktionen normier-
te Prioritatsfunktionen geméf Def. 2.6 sind. Diese sind in Abweichung zu den allgemeinen

Prioritatsfunktionen dquidistant angeordnet.
Bei Bewertungen als Wahrscheinlichkeiten ist zu unterscheiden zwischen einer allgemeinen

Wahrscheinlichkeitsfunktion, die unabhangig vom Zustand des Petri-Netzes definiert ist, und

von einer bzgl. Zustand z aktualisierten Wahrscheinlichkeitsfunktion.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Hierbei muss darauf geachtet werden, dass aktualisierte Wahrscheinlichkeiten nur fiir Plitze

p € P in Betracht kommen konnen, deren Nachbereiche im Zustand z aktivierte Transitionen
besitzen, deren Wahrscheinlichkeiten ungleich null sind, damit gilt:

> wipty) >0.
t;€T Aout(p)
Beispiel:
Die Pfeile aus Abb. 2.6 haben folgende Wahrscheinlichkeiten:

w(p,t) =02 w.(p,t1) =04
W(pi,t2) = 0,1 we(p1,ta) =0,2
w(p1,t3) =0,2  w.(p,t3) =04
w(p1,ta) = 0,5
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

[
Legende
Wkeit (
Akt. Wkeit 0'

N —

Abbildung 2.6: Petri-Netz mit Wahrscheinlichkeiten

2.2.2 Algorithmische Beschreibungen von lokalen Freigabeprozessen

Die im Folgenden beschriebenen Algorithmen stellen eine lokale Freigabe von Transitionen
dar, und zwar immer in Bezug auf einen bestimmten Platz p von N. Des Weiteren lassen
sich die Algorithmen unterteilen in solche, mit einer impliziten Zielfunktion, und solche, die

eine explizite haben.

2.2.2.1 Lokale Strategien mit impliziter Zielfunktion

Strategien mit impliziter Zielfunktion zielen in erster Linie darauf ab, eine maximal feuerbare
Losung T E,ut(p) zu ermitteln, die nach einem bestimmten Bildungsprinzip entwickelt wird,

ohne dabei eine explizite Losungsgiite in Betracht zu ziehen.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Fiir Prioritiaten

Gegeben sei ein Petri-Netz N = (P, T, F, B, f,z, p) mit Prioritatsfunktion ¢. Ein Platz p € P
erteilt in Bezug auf den Zustand z einer Teilmenge T E,,+(p) von aktivierten Transitionen aus
T Auut(p) die Freigabe zum Feuern durch die im Folgenden beschriebene Bildungsvorschrift
dieser lokalen Freigabemenge TE,.(p) mittels Priorititen. Dabei werde 0.B.d.A.
vorausgesetzt, dass die Machtigkeit der Menge T A, (p) mit x(p) € N gegeben ist und zu-
dem die Transitionen ¢y, ...,y € T Ao (p) in aufsteigender Reihenfolge' ihrer Prioritéiten

geordnet ist, d.h.

o(p, ti) < olp, t;) fiwr alle t;,; € T Aoy (p) mit i < j.

Algorithmus 2.8: Lokale Freigabe mittels Prioritdtenverfahren

Setze TEyu(p) := 0.

Firi=1,...,x(p) fihre aus:

Falls gilt: f(p,t:) + Xierpoump f(0:1) < 2(p),
setze: T Eyut(p) .= T Eput(p) U {t:}.

Ergebnis: Die Menge T FE,,:(p) beinhaltet alle aktivierten Transitionen, die vom Platz p
zum Feuern freigegeben werden. Bei der Bildung der Transitionenmenge T'E,..(p) gehen die

Prioritaten der Transitionen bzgl. p mafigeblich ein.

Beispiel:

In Abb. 2.7 hat p; einen allgemeinen Konflikt; es erfolgt die Freigabe nach Prioritdten. Dabei
wird in der folgenden Reihenfolge geprift:

Setzung: T Eyy(p1) := 0.

Priifungen:
ty wg. o(p1,t1) = 1:

flp1,t1) =2 <4 =1z(m)
= TEnut(pl) = TEmnf(pl) U {tl} = {tl}

!An dieser Stelle sei angemerkt, dass man Prioritéiten auch in absteigender Reihenfolge ordnen kénnte.
Dies héngt davon ab, wie man Prioritdten dargestellt haben méchte. Im ersten Fall sagt man, dass die
Prioritétszahl 1 die hochste Prioritét darstellt; im zweiten Fall spiegelt die Prioritdatszahl 1 die niedrigs-
te Prioritdt wider. Die Bedeutungszuweisung der Prioritdtszahlen wird grundsétzlich dem Modellierer
iiberlassen.
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

ts wg. o(p1,t3) = 2:
flort) + f(pr,ts) =4 < 4 =z(p1)
= TEou(p1) = TEou(p1) U {ts} = {t1,t3}
ty wg. o(p1,t2) = 3:
Fprtn) + f(prots) + f(prote) = 6 £ 4 =2(p1)
= t5 kann nicht (zusétzlich) freigegeben werden

Ergebnis: TFE,.;(p1) = {t1,t3}, d.h. es werden die Transitionen ¢; und ¢3 bzgl. Platz p;
freigegeben.

ty

Legende

Prioritét

Abbildung 2.7: Lokale Freigabe bei Petri-Netzen mit Prioritatenverfahren

Fiir Wahrscheinlichkeiten

Gegeben sei ein Petri-Netz N = (P, T, F, B, f, z, w) mit Wahrscheinlichkeitsfunktion w. Ein
Platz p € P erteilt in Bezug auf den Zustand z einer Teilmenge T'E,.(p) von aktivierten
Transitionen aus T'A,,(p) die Freigabe zum Feuern durch die im Folgenden beschriebene
Bildungsvorschrift dieser lokalen Freigabemenge TE,.(p) mittels Wahrscheinlich-
keiten. Dabei werde 0.B.d.A. vorausgesetzt, dass die Machtigkeit der Menge T'A,.:(p) mit
k(p) € N gegeben ist. Durch eine Indizierung der Elemente ¢; € TAy(p), i = 1,...,k(p),

ist eine Anordnung der Transitionen vorgegeben, so dass jeder Transition ¢; € T Ayu(p),
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2 Aligemeine Konfliktlosungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen
i=1,...,k(p), auf kanonische Weise die kumulierte Wahrscheinlichkeit
ws(p,ti) = ZWZ(1’7tj)
j=1

zugewiesen wird.

Algorithmus 2.9: Lokale Freigabe mittels Wahrscheinlichkeiten-Verfahren

Setze:

T Eou(p) == 0

L :=TA,u(p) (Kandidatenliste)

wy, := 1 (Summierte Restkandidaten-Wkeit)

wakteell(0) := 0 (Hilfs-Wkeit fiir Monte-Carlo-Methode)

Firi=1,...,k(p) fihre aus:

Setze:
7(%) := ¢ (Reihenfolgezihler)
wkteell (7)) := w,(p, t;) (aktualisierte W “keit)

wakteell (7 (4)) := wy(p, t;) (aktualisierte kumulierte W “keit)
Solange L #  fithre aus:

Ermittle Zufallszahl p € (0; 1].
Bestimme ¢; € L mit p € (w™ (7 (i) — 1); wekell((4))] .
Falls gilt: f(p,t:) + Lterp,ue) (1) < 2z(p),

setze: TEyu(p) := T Eou(p) U {t:}.
Setze: L := L\ {t;};wr :=wr, — w.(p, ;).
Firj=14i+1,...,k(p) setze: w(j) :=7(j) — 1.
Fir alle t; € L fithre aus:

Setze:

wa,ktuell (71'(])) = Wz (P-tj) .

wL

waktuell (71(§)) 1= waktuell (7 () — 1) 4 qaktuell(r(5)).

Ergebnis: Die Menge T E,,:(p) beinhaltet alle aktivierten Transitionen, die vom Platz p zum

Feuern freigegeben werden.
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

Bemerkung:

Die Menge L stellt eine ,Kandidatenliste“ fiir eine potentielle Ubernahme in die Freigabe-
menge T E,,:(p) dar. Sobald eine per Monte-Carlo-Methode ausgewéhlte Transition ¢ aus L
in die Menge T E,,+(p) iibergeht oder aber festgestellt wird, dass diese anstehende Ubernah-
me aus Kapazititsgriinden nicht (mehr) moglich ist, wird diese Transition aus L entfernt,
wodurch sich die Kandidatenliste verringert. Die Positionen der verbliebenen Transitionen
in der verkiirzten Liste L werden mittels ,,Reihenfolgezédhler” 7 verwaltet und entsprechend

aktualisiert.

Beispiel:
In Abb. 2.8 hat Platz p; einen allgemeinen Konflikt; die Freigabe erfolgt diesmal nach Wahr-

scheinlichkeiten. Es wird folgendermaflen vorgegangen:

Berechnung der aktualisierten und kumulierten Wahrscheinlichkeiten:
wo(pr,t1) = 22 = 0,4; we(pr,t1) = 0,4;

w,(p1,ta) = g = 0,2; wy(p1,t2) = 0,4 + 0,2 = 0,6;

ws(p1,t3) = 22 = 0,4; we(p1,t3) =04 +0,2+ 04 =1.

Setzungen: T Eye(p1) := 0; L := T Aoue(p1) = {t1,t2,t3}; w0y 1= 1; w2l (0) := 0

i 1
() !
woktuell (r()) | 0,4 | 0,2 | 0,4
waktuell(z(3)) 1 0,4 | 0,6 | 1

w

A
w

Schritt 1:
L={t1,ts,t3} #0
p = 0,3 (Zufallszahl)?
p€ (0,04 = wihle t; = i=1
flprt) =2 <3 =2z(p1)
= TEou(p1) = TEou(p1) U{t1} = {t:}

L= {ty,t2,t3} \ {1} = {ta, ts}
wr:=1-04=0,6

1Der Hinweis ,,Zufallszahl“ soll besagen, dass hier mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators eine reelle Zahl
als Realisation einer iiber dem Intervall [0; 1] gleichverteilten Zufallsvariablen X erzeugt wird.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

i 213

(i) 112

w“““e”(ﬂ(i)) % %

w;kt“e”(ﬂ(i)) % 1
Schritt 2:

L={ty,t3} #0

p = 0,1 (Zufallszahl)

p € (0;3] = wihle t, =i =2
fprt) + f(pr,t2) = 4 £ 3 = z(p1)
L= {t, 13} \ {t2} = {ts}
wr:=06-02=04

(%)
waktuell (ﬂ'(l))

wgktuell (TF(’L))

—_ = =W

Schritt 3:
L={ts} #0
p = 0,9 (Zufallszahl)
p € (0;1] = wéhle t3 =i =3
fpit) + f(pist2) + f(p1,t3) =3 <3 =12(p1)
= TEout(pl) = TEaut(pl) U {t‘}} = {th t3}
L = {t;g} \ {t;;} = @
wr:=04-04=0

Schritt 4:
L = () = Terminiere
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

[
Legende
Wkeit .
Akt(.m\\”kuir 8 :21

t1
1
to
1
t3
1
ty
1

Abbildung 2.8: Lokale Freigabe bei Petri-Netzen mit Wahrscheinlichkeitsverfahren

Ergebnis: TEyu(p1) = {t1,t3}; d.h. py gibt ¢, und ¢; frei.

Eine alternative Losung ist in Abb. 2.9 dargestellt. Diese ergibt sich, wenn beispielswei-

se folgende Zufallszahlen in der angegebenen Reihenfolge erzeugt werden: 0,8, 0,9, 0,3.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Legende

W-keit 0
Akt. Wkeit 0

t
1
ta
1
t3
1
ty
1

Abbildung 2.9: Lokale Freigabe bei Petri-Netzen mit Wahrscheinlichkeitsverfahren

Bemerkung:
Man beachte, dass mit diesem Algorithmus auch eine Losung ohne Bewertung modelliert

werden kann, indem allen Pfeilen implizit dieselbe Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird.

2.2.2.2 Lokale Strategien mit expliziter Zielfunktion

Freigabe-Strategien mit expliziter Zielfunktion zielen nicht nur darauf ab, eine maximal feu-
erbare Losung zu finden, sondern dartiber hinaus die Optimierung einer bestimmten Ziel-
funktion zu erreichen. Ein solches Optimum lésst sich bei geringer Anzahl von Transitionen
mit der vollstdndigen Enumeration exakt bestimmen. Bei groflerer Anzahl von Transi-
tionen wiirde das allerdings einen enormen Rechenaufwand nach sich ziehen. Daher wird im

Folgenden eine Auswahl von moéglichen Losungsheuristiken vorgestellt.
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

Fiir Nutzen

Gegeben sei ein Petri-Netz N = (P, T, F, B, f,z,1) im Zustand z mit allgemeiner Bewer-
tungsfunktion ¢ : F' — R, die als Nutzen aufgefasst wird. Ein Platz p € P erteilt in Bezug
auf den Zustand z einer Teilmenge T E,,:(p) von aktivierten Transitionen aus T A, (p) die
Freigabe zum Feuern durch die im Folgenden beschriebene Bildungsvorschrift dieser loka-
len Freigabemenge TE,,;(p) mittels Nutzen. Dabei werde 0.B.d.A. vorausgesetzt, dass
die Méchtigkeit der Menge T'A,.:(p) mit x(p) € N gegeben ist.

Hier werden nun drei Algorithmen vorgestellt:

Der erste ist ein einfacher Greedy-Algorithmus, der in Anlehnung an Algorithmus 2.8 im-
mer versucht, die Transition mit dem jeweils noch grofiten Nutzen freizugeben. Dafiir seien
die Transitionen 1, ..., t.p) € TAyw(p) 0.B.d.A. in absteigender Reihenfolge ihres Nutzens
¥(p,t;) geordnet, d.h.

(p,t1) > U(p,ta) > ... 2> U(p, ) fiir alle t; € T Agu(p).

Der zweite Algorithmus ist der obige Greedy-Algorithmus, angewandt auf die Nutzenquo-
tienten 7);, wobei die Transitionen ti,...,t.p) € TAgu(p) nun 0.B.d.A. in absteigender

Reihenfolge ihrer Nutzenquotienten 7; geordnet sind, d.h.

f(p7 tj) ‘

M > N2 > ... 2 Ny fir alle t; € T Ay (p) mit n; =

Beide Algorithmen sind im Prinzip das oben beschriebene Prioritdtenverfahren, allerdings
mit einer anderen Anordnung der Transitionen, wobei die ,verallgemeinerten Prioritdten*
¥(p,t;) oder n; wiren (wohlgemerkt: i.d.R ¢ (p,t;) ¢ N und n; ¢ N).

Zudem sei angemerkt, dass im Falle von zu minimierenden Bewertungsfunktionen (Kos-
ten, Aufwinde, Bearbeitungszeiten) die obigen Freigabestrategien lediglich dahingehend zu
modifizieren sind, dass an Stelle einer absteigenden eine aufsteigende Reihenfolge fiir die

Transitionen zu wéhlen ist.

Der folgende Algorithmus arbeitet nach dem Branch- & Bound-Prinzip, wobei die Tran-

sitionen wieder nach dem Nutzenquotienten geordnet sind.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Algorithmus 2.10: Lokale Freigabe mittels Branch & Bound

Setze:

Xo = {(z1,22,. .., 20(p) | 7; € {0,1}, 7 =1,...,x(p)} (Ursprungsknoten)
go := 0 (Gewicht der Teillosung)

ng := Z';(:pl) ¥(p,t;) (theoretischer Nutzen des Problems)

N := 0 (Effizienzschranke (Bound))

TP :={Xo} (Menge aller Teilknoten)

s:= 0 (Z&hler der Teilknoten)

mg := 0 (Stufe des Teilknotens)

L := () (Losung)

1. Schritt: Falls TP = ) terminiere.
Wiéhle X, aus TP mit n, = maz(n; | X; € TP) (bei Mehrdeutigkeit wéihle willkiirlich)

2. Schritt: Falls m, < x(p), fithre aus:
Setze:
Xsp1 =X, mit 11 = 1; Xpo := X, mit z,,, 41 = 0;
Nsg1 1= Npi Mg = Ny — V(P tim,41);
Is+1 1= Gr + [ (D tiny1); G2 2= G
Mgt 1= Mgpo = m, + 1;
TPgiltig := {Xoyi | goyi < 2(p) Angyi > Nyi=1,2}

TP :=(TP\{X,}) UTPgiltig;

Falls (m, = r(p) — 1) A (T Pgiiltig # 0), fithre aus:
Wihle X, aus T Pgiltig mit n, = max(n; | X; € TPgiltig)
Setze:

N:=mny
L= X]
Fur alle X; € TP fuhre aus:

Falls n; < N, setze:

TP:=TP\ {X};

Gehe zum Schritt 1.
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

Ergebnis: Das binédre Tupel (21,22, ..., Z4p)) € L ist folgendermaBen zu interpretieren:

x; = 1 = Transition ¢; wird freigegeben,

x; = 0 = Transition ¢; wird nicht freigegeben,
so dass gilt:
TEUut(p) = {tz S TA(mt(p) | T, = 1}

Die Menge T E,,:(p) beinhaltet nun alle aktivierten Transitionen, die vom Platz p zum Feu-

ern freigegeben werden.

Als besonders effektiv hat sich die B&B-Variante erwiesen, die eine erste Startlosung schon
als Effizienzschranke N nutzt (vgl. Diving B&B in [K&06, S. 25f.]) Man beachte, dass dabei
passieren kann, dass die Losung des B&B die leere Menge ist, was so zu interpretieren ist,
dass es keine Verbesserungsmoglichkeit durch das B&B-Verfahren gibt und die Startlgsung

bereits das Optimum ist.

Beispiel:
In Abb. 2.10 ist ein Petri-Netz mit Nutzen abgebildet. In diesem Petri-Netz hat Platz p; einen
allgemeinen Konflikt; die Freigabe erfolgt nach Nutzenwerten. Je nach Freigabe-Prozedur

ergeben sich drei Losungsmoglichkeiten:
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Legende
Nutzen

Abbildung 2.10: Petri-Netz mit Nutzen

1. Losung mit Greedy-Heuristik fir Nutzen:

Hier werden die Transitionen nach ihrem Nutzen in absteigender Reihenfolge geordnet, so

dass sich die Bearbeitungsreihenfolge ¢1, to, 14, t3 ergibt. Nun wird folgendermaflen verfahren:

Setzung:
TEout(]’l) = @

Priifungen:

t1 wg. ¥(p1,t1) = 6:
fp,t) =4 <4 =12z(p1) = TEwu(p1) :=TEou(p1) U{t:} = {t:}
ty wg. Y(p1,t2) = 5:

f(p1,t1) + f(pr,t2) =7 £ 4 =2z(p1) = t» wird nicht freigegeben.
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

ty wg. Y(pr1,ta) = 4

f(pi,t1) + f(pr1,t4) =5 £ 4 =z(p1) = ¢4 wird nicht freigegeben.
ty wg. U(p1,t3) = 3

f(pi,t1) + f(pr,t3) =5 £ 4 =2z(p1) = t3 wird nicht freigegeben.

Ergebnis: TE,.:(p1) = {t1}, d.h. Platz p; gibt allein die Transition ¢; frei. Der gesamte
Nutzen dieser Freigabe betragt N = 6.

Legende

Nutzen

t
I
ty
I
t3
I
tq
I

Abbildung 2.11: Lokale Freigabe bei Petri-Netz mit Greedy-Heuristik fiir Nutzen

2. Losung mit Greedy-Heuristik fiir Nutzenquotient:

Hier werden die Transitionen nun nach ihren Nutzenquotienten in absteigender Reihenfolge

geordnet, so dass sich die Reihenfolge t4,t3,t2,t; auf Grund der zugehorigen Nutzenquoti-

enten % = 4,% = 3,% = 1,6 und g = 1,5 ergibt. Nun wird folgendermafien verfahren:
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Setzung:
TEout(pl) = @

Priifungen:

) 4 gy
ts we. oy =1 =4

fp1,ta) =1 <4 =2(p1) = TEuu(p1) :=TEou(p1) U {ta} = {ta}

Ypits) _ 3 _ 9.
t3 wg. f(;"ltj) —73.

f(o1,ta) + f(p1,t3) =2 <4 =2(p1) = TEou(p1) := TEou(p1) U {ts} = {ts, t3}

(prt2) _ -
ty wg. [ =3 =16

f(p1,ta) + f(p1,t3) + f(p1,t2) =5 & 4 =z(p1) = t2 wird nicht freigegeben.

towg. Hoey = § =15

f(pr,ta) + f(p1,ts) + f(pr,t1) = 6 £ 4 = z(py) = ¢; wird nicht freigegeben.

Ergebnis: TEy:(p1) = {t3,ts}, d.h. Platz p; gibt 3 und ¢, frei. Der gesamte Nutzen dieser

Freigabe wire N = 7.
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

Legende

Nutzen

t1
1
to
1
t3
1
ty
1

Abbildung 2.12: Lokale Freigabe bei Petri-Netz mit Greedy-Heuristik fiir Nutzenquotient

3. Losung mit Branch & Bound:

Hier werden die Transitionen zunéchst nach ihren Nutzenquotienten in absteigender Reihen-
folge geordnet, so dass sich wieder die Reihenfolge 4, t3, o, t1 ergibt. Des Weiteren wird hier
die Methode mit einer schon vorgegebenen Startlosung von N = 7 aus dem oberen Greedy-
Verfahren verwendet. Die einzelnen Schritte des B&B-Verfahrens lassen sich in Abb. 2.13

verfolgen.
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Legende n= Nutzen
g= Gewicht *i=1 X,=0

n<N (Startwert N=7)

g>4 nicht zulissig =18
et n= 14
]

2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

g=
Xa=! =0 Xp=1 X=0
n= 18 n= 15 n= 14 n=11
g= 2 e 1 e 1 &= 0
Xi=1 X;=0 Xi=1 =0 Xi=1 X:=0 Xs=1 %:=0
n=18 n=13 n=15 eﬁ 10 ezn 14 9 eﬁ 11
g=_5 g= 2 g= 4 g= 1 g= 4 1 g= 3
- =0 - X:=0 - =0
Xp=1 Xe=0 Xe=1 Xe=0 Xe=l, X Xe= X=1 X
n= 13 = 7 n= 15 n= 9 = 10 n= 4 n= 14 n= 8 =11 n= s
17 )y 6 18),. , 9 )e- s 10),. 4 23),. e 1 e 8 16)e- 4 e 2)e 3
1. verbesserte Losung

N:=9

Abbildung 2.13: Losung nach Branch & Bound
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2.2 Lokale Lésungsansétze fiir allgemeine Konflikte

Am Anfangsknoten 0 ist der theoretisch noch zu erzielende Gesamtnutzen n = 18 vermerkt.
Dieser ergibt sich aber nur, wenn das Tupel (1,1,1,1) realisierbar ist, d.h. 1 = 2o = 23 =
x4 =1 und TE,.:(p1) = {t1, t2, 13, t4}. Zudem wird die Anzahl g der Tokens, die in Platz p;
zur Verfiigung stehen miissten, vermerkt. Da zu Beginn des Verfahrens noch keine Transi-

tionen freigegeben sind (d.h. ¥ = 3 = 23 = x4 = 0 baw. TE,,(p1) = 0), gilt g = 0.

Es wird die Transition mit dem groBten Nutzenquotienten gewéhlt, also 4, und es wer-
den die beiden Félle z; = 1 und z; = 0 analysiert. Durch entsprechende Verzweigung
(branching) ergeben sich die beiden Knoten 1 und 2. Am Knoten 1 sind die Konsequenzen
aus der Entscheidung x; = 1 baw. TE,.;(p1) := {t4} vermerkt, d.h. der theoretisch noch ma-
ximal mégliche Gesamtnutzen ist unverandert geblieben, wiahrend sich wegen f(p1,t4) = 1
ein ,Verbrauch“ von 1 Token eingestellt hat. Solange g < z(p1) gilt (Zuldssigkeitsgrenze),
ist der Knoten fiir weitere Verzweigungen zuldssig. Am Knoten 2 sind die Konsequenzen
aus der Entscheidung z; = 0 bzw. weiterhin TE,;(p;) = 0 vermerkt, d.h. der theoretisch
noch mogliche Gesamtnutzen hat sich um v(py,¢4) = 4 verringert, also n = 14, wihrend die
Tokenanzahl g unverédndert bleibt. In der Folge wird immer an demjenigen Knoten weiter

verzweigt, der den maximalen Wert n aufweist.

Eine erste zulédssige Losung ist am Knoten 10 erzielt: Das zugehorige bindre Tupel (1,0, 1,0)
entspricht der Freigabemenge T E,ut(p1) = {t2,t4} mit dem Gesamtnutzen N = 9. Im wei-
teren Verlauf des Verfahrens wird diese Zwischenlésung N = 9 als untere Grenze (Effi-
zienzgrenze) fir das weitere Verzweigen eingesetzt, indem von zuldssigen Knoten, deren
Nutzenwert n nicht grofier als die untere Grenze ist, auch nicht weiter verzweigt wird. Die
Abbriiche auf Grund von Zuldssigkeits- oder Effizienzgrenzen sind in Abb. 2.13 durch rote
Striche fiir nicht zuldssig bzw. blaue Striche fir nicht effizient gekennzeichnet. Das Erreichen

von zuldssigen Losungen wird durch griine Striche verdeutlicht.

Insgesamt ergibt sich ein Baum mit 25 Knoten, wobei sich keine weitere Verbesserung ergibt,
d.h. Platz p; gibt die Transitionen ¢5 und ¢, frei. Der gesamte Nutzen dieser Freigabe betragt
N = 9. Es ist leicht nachzuvollziehen, dass hiermit der maximal mogliche Gesamtnutzen fiir

eine Freigabe bzgl. p, erzielt ist.

2.2.3 Petri-Netze mit Konfliktlésung

Die oben beschriebenen Freigabeprozeduren basieren auf einer lokalen Betrachtung von all-
gemeinen Konfliktsituationen von einzelnen Plitzen eines Petri-Netzes N. Ausgangspunkt ist

jeweils ein Platz p von N, der geméfl Def. 2.2 einer allgemeinen Konfliktsituation unterliegt.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

In Abb. 2.2 wird bereits gezeigt, wie sich lokale Konflikte durch die globale Betrachtungswei-
se auf gleichzeitig mehrere allgemeine Konfliktsituationen gegenseitig beeinflussen konnen.
Bevor allerdings ein Konzept zur kollektiven Losung von mehrfachen allgemeinen Konfliktsi-
tuationen behandelt wird (hierzu siehe Abschn. 2.3), sollen hier zunéchst die verschiedenen

lokalen Freigabeprozeduren fiir einen globalisierten Freigabeprozess hinzugezogen werden.

Zusétzlich zur gleichzeitigen Betrachtung von mehreren Platzen in jeweils allgemeinen Kon-
fliktsituationen muss davon ausgegangen werden, dass die Plétze eines Petri-Netzes einerseits
verschiedene Arten von Bewertungen aufweisen und andererseits ihre lokalen Konflikte mit
unterschiedlichen Freigabeprozeduren gelost werden kénnen. Solche Petri-Netze, in denen
die allgemeinen Konfliktsituationen sdmtlicher Platze durch lokale Freigabeprozeduren ge-
16st werden, wodurch auf kanonische Weise eine globale Freigabemenge T E(z) entsteht (vgl.
Def. 2.12), werden auch Petri-Netze mit Konfliktlosung genannt. Hierbei ist jedem Platz p

eindeutig eine Bewertungsart (Prio, W "keit, Nutzen) und eine dazu passende Freigabepro-

zedur zugewiesen.
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2.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte

Bemerkung:

Hier wird nur eine Auswahl von Bewertungsarten und Losungsstrategien vorgestellt, was
bedeutet, dass man die obige Definition um zusétzliche Bewertungsarten oder Losungsstra-
tegien erweitern konnte. Des Weiteren sei angemerkt, dass bei Platzen, bei denen nie eine
Konfliktsituation eintreten kann (z.B. bei nur einer Transition im Nachbereich), auch keine
Konfliktlosung explizit angegeben werden muss, um so das Modell tibersichtlicher zu halten.
Vollstandigkeitshalber konnte man bei solchen Platzen mit Wahrscheinlichkeiten arbeiten,

wobei die einzige Transition im Nachbereich die Wahrscheinlichkeit 1 hat.

Ist die Markierung z fest vorgegeben bzw. als bekannt vorauszusetzen, wird vereinfacht auch
TE statt TE(z) geschrieben.

Beispiel:
Die Pliatze aus Abb. 2.14 haben folgende Bewertungsarten:

a(p;) = Prio
a(pz) = Wkeit



2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Die Pfeile aus Abb. 2.14 haben folgende Bewertungen:

Die Platze aus Abb. 2.14 haben folgende Losungsstrategien:

¢(p1) = lokales Prioritdten-Verfahren
((p2) = lokales W’keiten-Verfahren

Legende

Prioritét
Wkeit

Abbildung 2.14: Beispiel fiir ein Petri-Netze mit Konfliktlosung

In Abb. 2.14 hat sowohl p; als auch p, einen allgemeinen Konflikt. Die Freigabe erfolgt bei

p1 nach Prioritaten und bei ps nach Wahrscheinlichkeiten.

Es konnen nun zwei Félle eintreten.

p1 wird ¢; freigeben: TEyy(p1) = {t1}.

pa wird ¢; freigeben: T Eyy(ps) = {t1}.

Daraus ergibt sich die Freigabemenge TE = {t;}, weil alle Plitze im Vorbereich der Tran-

sition ¢; die Freigabe erteilt haben.
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2.3 Kollektive Losungsansétze

p1 wird ¢ freigeben: TEou(p1) = {t1}.
po wird ¢ freigeben: TEyu(pe) = {ta}.
= TE = (), weil keine Transition von allen Plitzen in ihrem Vorbereich freigegeben wird.

Dieses Beispiel zeigt, dass es durchaus wiinschenswert ist, iiber die individuelle Betrach-
tungsweise der einzelnen Plitze hinweg auch kollektiv nach einer Losung von globalen Kon-
fliktsituationen zu suchen, indem zumindest eine nichtleere oder sogar eine moglichst méch-

tige Freigabemenge T'E(z) ermittelt wird.

2.3 Kollektive Losungsansatze

Die lokale Konfliktlosung mit Nutzenmaximierung betrachtet immer nur einen Platz, um
den Nutzen fiir diesen Platz zu maximieren. Hierbei weisen die Plétze ein individuelles
Verhalten auf, wie es sich moglicherweise auch in vielen realen Systemen oder Prozessen
darstellt und somit eine passende Modellbeschreibung ist. Nun kénnte es aber auch der Fall
sein, dass mehrere (oder gar alle) Plitze ein ,altruistisches* Verhalten aufweisen sollen, um
entsprechende Sachverhalte von realen Systemen und Prozessen damit besser modellieren
zu konnen. Dies bedeutet, dass nicht jeder Platz versucht, seinen individuellen Nutzen fiir
sich zu maximieren, sondern den globalen Gesamtnutzen fiir alle bzw. mehrere Plétze zu

maximieren.

Betrachtet man das Petri-Netz in Abb. 2.15, so ist ersichtlich, dass unabhdngig davon,
welches lokale Verfahren zur individuellen Nutzenmaximierung verwendet wird, der Platz
p1 die Transition ¢; und der Platz p, die Transition ¢y freigeben wird. Im Endeffekt ist al-
lerdings keine Transition global freigegeben (also gemeinsam von beiden Platzen). Danach

ergibe sich der globale Gesamtnutzen N = 0.

Nun ist das Ergebnis N = 0 das insgesamt schlechteste Ergebnis fiir den globalen Ge-
samtnutzen. Daher ist im Hinblick auf einen zu maximierenden Gesamtnutzen eine lokale
Betrachtungsweise problematisch. Eine andere Losungsmoglichkeit ware, dass die Plétze sich
gemeinsam ,absprechen sollten, welche Transition(en) sie gemeinsam freigeben. Mogliche
Anwendungen zur Modellierung von Kollektiventscheidungen liegen zum Beispiel vor, wenn
ein Team sich in Konfliktsituationen abspricht und gemeinsam entscheidet, um im Nachhin-
ein den Gesamtnutzen untereinander aufzuteilen, &hnlich wie bei kooperativen Spielen mit

Seitenzahlungsmoglichkeiten.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Legende
Nutzen

Abbildung 2.15: Petri-Netz zur lokalen Nutzenmaximierung

Im obigen Beispiel ist ersichtlich, dass nur eine von beiden Transitionen global freigebbar ist,
entweder Transition ¢; oder t5. Bei Freigabe von t; wire der Nutzen N = 100450 = 150, bei
Freigabe von ¢y ergibe sich N = 150 4+ 50 = 200. Es wére also nun moglich, diesen Nutzen
an die Transitionen zu schreiben und dann diejenige Transition zu wéhlen, deren Freigabe

den grofiten Nutzen induziert. Dies fiihrt zu einem Petri-Netz mit Transitionenbewertungen

(siehe Abb. 2.16).
Legende
Nutzen

p1

150 200

Abbildung 2.16: Petri-Netz zur kollektiven Nutzenmaximierung

Die Plédtze, die nun zusammen entscheiden, nennt man eine kollektive Gruppe oder ein Kol-

lektiv. Auf ein Kollektiv lassen sich &hnliche Konfliktlosungen anwenden wie bei der lokalen
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2.3 Kollektive Losungsansétze

Entscheidung, nur wird hier keine lokale Freigabemenge erzeugt, sondern eine kollektive
Freigabemenge, die im Extremfall, wenn alle Plitze des Petri-Netzes zum Kollektiv zahlen,

gleich der globalen Freigabemenge ist.

Ein weiteres Beispiel fiir den Unterschied zwischen lokaler und kollektiver Entscheidung wé-
re das folgende: Es gibt zwei Mitarbeiter und es sind zwei Auftrage abzuarbeiten; fir jeden
der beiden Auftriage werden die beiden Mitarbeiter gebraucht. Die Auswahl des Auftrages,
den jeder Mitarbeiter erledigen will, héngt — bildlich gesprochen - von einem Miinzwurf ab,
z.B. bei Kopf fir Auftrag 1 und Zahl fir Auftrag 2. Dann konnte es sein, dass der eine
Mitarbeiter den Auftrag 1 und der andere den Auftrag 2 erledigen will, wodurch keiner der
beiden Auftriage letztendlich erledigt werden kann. Eine sinnvollere Strategie wére es, dass
beide Mitarbeiter zusammen nur eine einzige Miinze werfen und beide somit automatisch

ein und denselben Auftrag erledigten, was einer Kollektivldsung entspricht (vgl. Abb. 2.17).

Legende
Wkeit

Lokal

P1

tl tz

Kollektiv

Abbildung 2.17: Unterschied zwischen lokaler und kollektiver Modellierung
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

2.3.1 Kollektive

Die bis jetzt beschriebenen lokalen Konfliktlosungen (Abschn. 2.2) erzeugen lediglich eine
lokale Freigabe von Transitionen, und zwar immer nur in Bezug auf einen bestimmten Platz
p von N. Wenn diese Prozedur fur alle Platze von N durchgefiihrt worden ist, so ist nicht
gewéhrleistet, dass alle lokal freigegebenen Transitionen

te U TEout(p)

peEP

nebenlaufig feuerbar sind. Dieses liegt darin begriindet, dass sich mehrere allgemeine Kon-
flikte gegenseitig beeinflussen (siehe Abb. 2.14). Fiir die Berticksichtigung der gegenseitigen
Beeinflussung erfolgen die Einfithrung von Transitionenbewertungen statt Pfeilbewertun-
gen und die Bildung von Kollektiven und von dazugehorigen kollektiven Freigabeprozeduren.
Dabei ist unter einem Kollektiv eine Menge von Plitzen zu verstehen, fir die nicht mehr
nur jeweils eine lokale Freigabemenge gebildet wird, sondern eine Freigabemenge tiber das

gesamte Kollektiv, wodurch insbesondere auch die gegenseitige Beeinflussung von mehreren

allgemeinen Konflikten Berticksichtigung findet.

Man mache sich klar, dass in jedem Petri-Netz (mindestens) ein Kollektiv existiert, zumal
P selbst ein Kollektiv ist.

Es gibt Petri-Netze, die keine bzw. mehrere echte Kollektive besitzen. Des Weiteren ist die

Vereinigung von Kollektiven wieder ein Kollektiv. Fiir zwei Kollektive Ky, ICo gilt entweder
’Cl C ’Cz oder Kg C ]Cl oder ’Cl N ’Cz = @



2.3 Kollektive Losungsansétze

Definition 2.15:
Das Tupel N = (P, T, F, B, f) sei ein Petri-Netz. Eine Menge KM = {K4,...,K,} von

disjunkten Kollektiven /Cy, ..., K, wird eine Kollektivmenge genannt.

Hiernach kann kein Platz in zwei Kollektiven einer Kollektivimenge enthalten sein.

Beispiel:
Die in Abb. 2.18 gezeigten Pldtze pi,...,ps bilden ein Kollektiv, wohingegen jede echte

Teilmenge von diesen fiinf Platzen kein Kollektiv bilden kann.

p1

P2 ()

o -
p3 ()
o -
no e
"

Abbildung 2.18: Beispiel eines Kollektivs
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Beispiel:
Die in Abb. 2.19 gezeigten Plétze py, ..., ps bilden ein Kollektiv I, wohingegen p,4 nicht zu
diesem Kollektiv gehort. Aus dem Zustand z = (2,1, 2, 3) des Petri-Netzes ergibt sich somit
der Zustand des Kollektivs K:

z(K) = (2,1,2).

Ist die Markierung z fest vorgegeben bzw. als bekannt vorauszusetzen, wird vereinfacht auch
TAin(K) statt T A (K, z) baw. T Ay (K) statt T Ay (K, z) geschrieben.



2.3 Kollektive Losungsansétze

Kollektiv I

@o\ -
P2 / ]
@o\t—?
ps / ]
@o\i
P / -

Abbildung 2.19: Zustand eines Kollektivs

2.3.2 Kollektive Bewertungen

Die Platze eines Kollektivs kénnen nun je nach mitgegebener Bewertung und Freigabepro-

zedur eine Menge von Transitionen gemeinsam freigeben.

Definition 2.18:
Gegeben sei ein Petri-Netz N = (P, T, F, B, f). Eine Abbildung o : KMe — R heifit
allgemeine kollektive Bewertungsfunktion von N, wobei jeder Transition t € CMe

eine allgemeine kollektive Bewertung o(t) zugewiesen wird (vgl. Def. 2.5) und KMe =

Ukexm Ke.
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Bei den Wahrscheinlichkeiten ist zu unterscheiden zwischen einer allgemeinen kollektiven
Wahrscheinlichkeitsfunktion, die unabhangig vom Zustand des Petri-Netzes definiert ist,
und einer bzgl. Zustand z aktualisierten kollektiven Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Hierbei muss darauf geachtet werden, dass aktualisierte Wahrscheinlichkeiten nur fiir Tran-

sitionen ¢ € Ke in Betracht kommen konnen, die im Zustand z aktiviert und deren Wahr-

scheinlichkeiten ungleich null sind, damit gilt:

W(tj) > 0.
t; €T Aout (K)



2.3 Kollektive Losungsansétze

2.3.3 Algorithmen zur kollektiven Konfliktldsung

Die im Folgenden beschriebenen Algorithmen stellen eine kollektive Freigabe von Transitio-

nen dar, und zwar in Bezug auf ein Kollektiv von Platzen von N.

Fiir Prioritiaten

Gegeben sei ein Petri-Netz N = (P, T, F, B, f,z, 0) mit Prioritdtsfunktion ¢ im Zustand
z. Ein Kollektiv K € KM erteilt in Bezug auf den Zustand z einer Teilmenge T E,,:(K)
von aktivierten Transitionen aus T'Ay,:(K) die Freigabe zum Feuern durch die im Folgen-
den beschriebene Bildungsvorschrift dieser kollektiven Freigabemenge TE,,.(K) mittels
Prioritdten. Dabei werde 0.B.d.A. vorausgesetzt, dass die Transitionen ¢1, ..., jra,.. () €

T Ayt (K) in aufsteigender Reihenfolge ihrer Prioritdten geordnet ist, d.h.

Q(tl) < Q(t]) fur alle ti, f7 S TAout(IC) mit 7 < 7

Algorithmus 2.21: Kollektive Freigabe mittels Prioritdten

Setze T'Ey:(K) := 0.
Firi=1,...,|TAu(K)| fithre aus:

Falls V p € ot; gilt: f(p,t;) + (T Bt (K5)Npe) fp,t) < z(p),
setze: T Eyu(K) := TEp(K) U {t;}.

Ergebnis: Die Menge T E,,(K) beinhaltet alle aktivierten Transitionen, die vom Kollektiv

K zum Feuern freigegeben werden.

Man beachte, dass dieser Algorithmus nach wie vor auch auf Nutzenbewertungen anwendbar

ist, nur die Reihenfolge der Transitionen anders bestimmt wird.

Fiir Wahrscheinlichkeiten

Gegeben sei ein Petri-Netz N = (P, T, F, B, f,z,w) mit Wahrscheinlichkeitsfunktion w im
Zustand z. Ein Kollektiv K € KM erteilt in Bezug auf den Zustand z einer Teilmenge
TE,.+(K) von aktivierten Transitionen aus T'A,,+(K) die Freigabe zum Feuern durch die im
Folgenden beschriebene Bildungsvorschrift dieser kollektiven Freigabemenge TE,,;(K)
mittels Wahrscheinlichkeiten. Durch eine Indizierung der Elemente t; € T A, (K),
i=1,...,|TAyu:(K)|, ist eine Anordnung der Transitionen vorgegeben, so dass jeder Transi-
tion ¢; € TAp(K), i =1,...,|TApu(K)|, auf kanonische Weise die kumulierte Wahrschein-
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

lichkeit

i

w(t) = D wa(t;)

j=1

zugewiesen wird.

Algorithmus 2.22: Kollektive Freigabe mittels Wahrscheinlichkeiten

Setze:

TE,.(K) := 0.

L :=TA,+(K) (Kandidatenliste)

wr, =1 (Summierte Restkandidaten-Wkeit)

wakteell(0) := 0 (Hilfs-W “keit fiir Monte-Carlo-Methode)
Firi=1,...,|TAwu(K)| fithre aus:

7(2) := i (Reihenfolgezéhler)
wteell (7)) = w,(t;) (aktualisierte W “keit )

wakteell (7 (4)) := wy(t;) (aktualisierte kumulierte W “keit)
Solange L # 0 fithre aus:

Ermittle Zufallszahl p € (0;1].

Bestimme #; € L mit p € (w™e (7 (i) — 1); w2l (7(i))].

Falls V p € ot; gilt: f(p,t;) + (T E ot (K)pe) fp,t) <z(p),
setze: T Eoyi(K) := T Eou(IC) U {t;}.

Setze: L := L\ {t;};wr = wr — w.(t:).

Firj=i+1,...,|TAwu(K)| setze: w(j) :=n(j) — 1.

Fiir alle ¢; € L fiihre aus:

Setze:

waktuell(ﬂ_(]‘)) = W;(?) .

w;ktuell(ﬂ_(]‘)) = wgktuell<7r(j) _ 1) + waktuell(ﬁ(j))_

Ergebnis: Die Menge T E,,:(K) beinhaltet alle aktivierten Transitionen, die vom Kollektiv

K zum Feuern freigegeben werden.
Fiir Nutzen

Gegeben sei ein Petri-Netz N = (P, T, F, B, f,z,¢) im Zustand z mit allgemeiner kollek-
tiver Bewertungsfunktion v : KMe — R, die als Nutzen aufgefasst wird. Ein Kollektiv
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2.3 Kollektive Losungsansétze

K € KM erteilt in Bezug auf den Zustand z einer Teilmenge TFE,,:(K) von aktivierten
Transitionen aus T'A,,:(K) die Freigabe zum Feuern durch die im Folgenden beschriebene
Bildungsvorschrift dieser kollektiven Freigabemenge TE,,;(K) mittels Nutzen. Dabei
werde 0.B.d.A. vorausgesetzt, dass die Méchtigkeit der Menge T'A,,+(K) mit x(K) € N ge-

geben ist.

Der folgende Algorithmus arbeitet nach dem Branch- & Bound-Prinzip, wobei die Tran-
sitionen t1, ..., tyx) € TAow(K) nun 0.B.d.A. in absteigender Reihenfolge ihrer Nutzen-

quotienten n geordnet sind, d.h.

Y(p:ty)

M >0 > 2> ) fir alle t; € T Aoy (K) mit n; = m
pEet; » Y]

Zudem beachte man, dass das Gewicht g hier ein Vektor ist, in dem die ,,Gewichte“ gleich

geordnet sind wie beim Zustand des Kollektives z(KC).

Algorithmus 2.23: Kollektive Freigabe mittels Branch & Bound

Setze:

Xo = {(z1,22,. .., zei)) | 7 € {0,1},5 =1,...,k(K)} (Ursprungsknoten)
go := 0 mit |g,| = |K| (Gewicht der Teillosung [Vektor])

ng 1= z;ﬁ? ¥ (p,t;) (theoretischer Nutzen des Problems)

N := 0 (Effizenzschranke (Bound))

TP :={Xo} (Menge aller Teilknoten)

s := 0 (Zéhler der Teilknoten)

mg := 0 (Stufe des Teilknotens)

L = (Losung)

1. Schritt: Falls TP = (), terminiere.
Wahle X, aus TP mit n, = maz(n; | X; € TP) (bei Mehrdeutigkeit wihle willkiirlich)

2. Schritt: Falls m, < x(K), fihre aus:
Setze:

Xsp1 =X, mit 2y, 41 = 1; Xy = X, mit z,, 41 = 0;
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Nst1 1= Ny Nsq2 1= Ny — /’/}(pv tmr,-Jrl):,

G, + fPistm,41)  falls ty, 1 € pio

9(s+1); =
I falls ¢, 11 & pi®

8512 = &5

Mt1 1= Mgpo =M, + 1;

TPygiltig = {Xsi | 84 < 2(K) Angy; > N,i=1,2}
TP := (TP\{X,})UTPgiltig;

Falls (m, = k(K) — 1) A (T Pgiiltig # (), fithre aus:
Wihle X; aus T Pgiiltig mit n; = max(n; | X; € TPgiltig)
Setze:

N :=mny
L= Xl
Fur alle X; € TP fihre aus

Falls n; < N, setze: TP := TP\ {X;};

Gehe zum Schritt 1.

Ergebnis: Das bindre Tupel (21, 2, ..., Zxx)) € L ist folgendermaBen zu interpretieren:

z; = 1 = Transition ¢; wird freigegeben,

z; = 0 = Transition ¢; wird nicht freigegeben,
so dass gilt:
TEOU/,(IC) = {t1 c TAOM(K:) ‘ xr; = 1}

Die Menge T E,.;(K) beinhaltet nun alle aktivierten Transitionen, die vom Kollektiv K zum

Feuern freigegeben werden.

2.3.4 Probleme bei verallgemeinerter Kollektiventscheidung

Mit Kollektiven in dieser Form ist allerdings nur eine eingeschrankte Modellierung méoglich,
wie das Beispiel in Abb. 2.20 zeigt. Hiernach sollen die Pléatze py, ..., ps, die kein Kollektiv
geméif Def. 2.13 bilden, dennoch gemeinsam entscheiden, und zwar anhand der Transitionen-

bewertungen, wahrend der Platz pg von dieser Kollektiventscheidung ausgeschlossen bleibt.
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2.3 Kollektive Losungsansétze

Gruppe soll kollektiv entscheiden

P

P1

o, .

.\
/
.\
‘\5
/
.\
/

Abbildung 2.20: Modellierungsproblem
Um aber auch fir derartige (Modell-)Konstrukte (,kollektive Gruppen®) geeignete Freiga-
beprozeduren fiir allgemeine Konfliktfalle angeben zu kénnen, wenn z.B. in einem 6er-Team
5 Mitglieder kooperieren, wahrend sich die sechste Person nicht mit dem Team abspricht,

bietet sich die Technik der Faltung von Petri-Netzen in gefiarbte Petri-Netze an. Bei dieser
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2 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von Petri-Netzen

Technik wird jedem Platz innerhalb einer kollektiven Gruppe eine andere Farbe zugewiesen,
z.B.

P o= GRUN
P2 = ROT
ps —  PINK
i —  BLAU
ps — VIOLETT

Nun wird jedes Token, das in einem Platz als Zustand oder an den Pfeilen als Gewichtung
steht, in dieser Farbe gefarbt. Danach werden alle Platze der kollektiven Gruppe zu einem
Superplatz zusammengefasst; dementsprechend werden auch alle Pfeilgewichte aggregiert.
Die Transitionenbewertungen werden nun auf die Pfeile des Superplatzes tibertragen. Man
erhilt das geférbte Petri-Netz in Abb. 2.21.
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2.3 Kollektive Losungsansétze

Legende

Wkeit

Abbildung 2.21: Modellierungslosung mit gefirbtem Petri-Netz

Fiir weiterfithrende Erlduterungen tiiber gefiarbte Petri-Netze sei auf Kapitel 4 verwiesen.
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3 Feuerprozess-Szenarien

Zu Beginn von Kapitel 2 wurde bereits herausgestellt, dass im Fokus der Betrachtungen die
Auflosung von allgemeinen Konfliktsituationen steht, damit es moglich ist, einen interakti-
onslosen, automatisierten und konfliktfreien Ablauf in Petri-Netz-Modellen zu garantieren,
etwa zu Simulationszwecken. Hierbei spielt der konkrete Feuerprozess, der in jedem Zustand
z des Petri-Netzes ansteht und schliefSlich vollzogen wird, eine untergeordnete Rolle. Zwar
ist der durchgefiihrte Feuerprozess fiir den Zustandsiibergang (z — z’) von entscheidender
Bedeutung, die Analyse der Konfliktsituationen ist allerdings eher von statischer Natur, d.h.
eine allein vom Zustand z abhéngige Bestimmung eines (methodisch) gelosten Petri-Netzes.
Es lassen sich verschiedene Feuerprozess-Szenarien unterscheiden. Diese liefern weitere Mo-
delleigenschaften, die der Modellierer fiir das Petri-Netz-Modell festlegt.

Dazu soll als erstes auf den einfachsten Feuerprozess eingegangen werden, namlich auf den

seriellen Feuerprozess.

Szenarium 1:

Der serielle Feuerprozess verfahrt nach den folgenden Schritten:
1. Ermittlung der Menge T'A aller aktiven Transitionen (geméaf Def. 2.1)
2. Bestimmung einer Transition ¢t € T A
3. Feuern der Transition ¢

Es sei angemerkt, dass es bei einem seriellen Feuerprozess keine allgemeinen Konflikte geben
kann, weil immer nur genau eine Transition ¢ € T'A gefeuert wird. Des Weiteren wurde im
oberen Verfahren nicht beschrieben, wie in Schritt 2 die Transition ¢ € T'A bestimmt wird.
Diese Festlegung wird bewusst ausgelassen, weil es hier die unterschiedlichsten Auswahlver-

fahren gibt, z.B.:

« Willkiirliche Wahl einer Transition ¢t € T A (z.B. mittels Zufallsgenerator)
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o Wahl der zu feuernden Transition durch auBenstehenden Akteur/Benutzer (Moglich-

keit der Interaktion)

« Wahl aufgrund einer Bewertung der Transition

Fiir die hier behandelten Konfliktsituationen sind allerdings nur nebenléaufige Feuerprozesse
relevant, die in unterschiedlichsten Varianten auftreten (und modelliert werden) kénnen. Als
yStandardvariante* wird bezeichnet, dass moglichst alle aktiven bzw. freigegebenen Transi-

tionen gefeuert werden.!

Szenarium 2:
Der nebenliufige Feuerprozess (Standardvariante) verfahrt nach den folgenden Schrit-

ten:
1. Ermittlung der Menge T'A aller aktiven Transitionen (geméfl Def. 2.1)
2. Ermittlung aller lokalen Freigabemengen T E,,;(p) (via Algorithmus aus Kap. 2)
3. Ermittlung der globalen Freigabemenge TE (gemé8 Def. 2.12)
4. Nebenlaufiges Feuern der Menge T'E

Der serielle und der nebenldufige Feuerprozess, letzterer in der Standardvariante, stellen
somit zwei entgegengesetzte Spezialfille dar; beim ersten Szenarium wird immer nur genau
eine Transition ¢ € T A gefeuert, wohingegen beim zweiten Szenarium versucht wird, alle
Transitionen ¢ € T'A zu feuern. Daher liegt der Unterschied in der Menge der zu feuernden
Transitionen. Aus dieser Betrachtung kénnte man nun einen verallgemeinerten Feuerprozess
definieren, der zusdtzliche Auswahlschritte enthélt. In einem Schritt kénnte aus der Men-
ge T'A wahlweise eine Menge TW bestimmt werden, welche dann versucht wird zu feuern.
Diese Auswahlmenge greift vor dem Konfliktlosungsprozess in die Bestimmung der Freiga-
bemenge T'E ein. Des Weiteren wére auch eine Wahlmoglichkeit darin gegeben, nicht alle
Transitionen der globalen Freigabemenge T'E zu feuern, sondern nur eine Teilmenge T'F
der schliefflich und endlich gefeuerten Transitionen. Damit lassen sich nun beliebige spezi-
elle Feuerprozesse darstellen (und modellieren); daher wird er hier auch als ,allgemeiner

Feuerprozess” bezeichnet:

n der Literatur auch unter dem Begriff Mazimalschaltregel zu finden (u.a. [Ger04]).
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3 Feuerprozess-Szenarien

Szenarium 3:

Der allgemeine Feuerprozess verfihrt nach den folgenden Schritten:

1. Ermittlung der Menge T'A aller aktiven Transitionen (geméfl Def. 2.1)
2. Bestimmung einer Menge TW von Transitionen aus T'A

3. Ermittlung aller lokalen Freigabemengen T FE,,(p) aus TW (via Algorithmus aus
Kap. 2)

4. Ermittlung der globalen Freigabemenge TE (geméf Def. 2.12)
5. Bestimmung einer Menge T'F' von Transitionen aus TE

6. Nebenldufiges Feuern der Menge T'F

Wird nun die spezielle Anforderung gestellt, dass die Méachtigkeit von TW gleich 1 ist, erhalt
man daraus den seriellen Feuerprozess; wird im Gegensatz dazu die Anforderung TW =T A
und TF = TFE gestellt, erhédlt man den nebenldufigen Feuerprozess in seiner Standardvari-

ante. Dabei konnten nun spezifizierte Wahlmethoden fiir TW verwendet werden, wie z.B.:

o Willkiirliche Wahl von Transitionen ¢ € TA (z.B. mittels Zufallsgenerator) solange,
bis TW eine bestimmte Machtigkeit erreicht

o Wahl der Menge TW durch auenstehenden Akteur/Benutzer (Interaktion)

e Bestimmung von Transitionen ¢ € TA aufgrund einer Bewertung der Transitionen

solange, bis TW eine bestimmte Machtigkeit erreicht

Analog lassen sich diese spezifizierten Wahlmethoden auch zur Bestimmung der Menge T'F

aus TFE anwenden.

Beispiel:

Im Petri-Netz mit Konfliktlosung in Abb. 3.1 soll aus dem Zustand z unter Anwendung des
allgemeinen Feuerprozesses in einen Zustand z’ tibergegangen werden. Die Platze py, ps und
p4 konnen keinen allgemeinen Konflikt haben, weil sich jeweils nur eine Transition im Nach-
bereich der Pliatze befindet, weswegen diese Plitze keiner Konfliktlosung unterzogen werden
miussen (vgl. Kap. 2). Allerdings konnen die Plitze p, und p; einen allgemeinen Konflikt
haben und daher eine Konfliktlosung benotigen. Beide Plitze losen ihre Konflikte mit Wahr-
scheinlichkeiten, wobei die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Transitionen gleich sind. Bei den
Auswahlprozessen fiir TW oder T'F wird im Beispiel von einem Benutzer ausgegangen, der

interaktiv die Transitionen wahlt.

60



Abbildung 3.1: Petri-Netz-Beispiel fiir einen allgemeinen Feuerprozess im Zustand z

1. Schritt:

Legende
Wkeit

Es ist leicht zu erkennen, dass alle Transitionen im Petri-Netz aktiviert sind und daher gilt:

2. Schritt:

Der Benutzer wihlt die Transitionen ¢;, to und ¢3 aus; daher ist:

3. Schritt:

Bei der lokalen Konfliktlosung seien die folgenden lokalen Freigabemengen entstanden:

TA = {t1,ta,t3,ts}

TVI/ = {tl,tQ, ts}
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3 Feuerprozess-Szenarien

4. Schritt:

Daraus ergibt sich als globale Freigabemenge:

TE = {t17 tj}

5. Schritt:

Hiervon ausgehend entscheidet der Benutzer, dass er willkiirlich nur die Transition ¢3 feuern
mochte:

6. Schritt:

Es wird somit die Menge T'F gefeuert, woraus sich der Zustand z’ in Abb. 3.2 ergibt.

Legende
Wkeit

Abbildung 3.2: Petri-Netz-Beispiel fiir einen allgemeinen Feuerprozess im Folgezustand z’
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4 Einfuhrung in gefarbte Petri-Netze

Zunéchst wird eine schematische Herleitung der gefirbten Petri-Netze (CPN') aus den Petri-

Netzen (PN) an einem einfachen Beispiel demonstriert.2

P
]
t
P2 !
[ )
o
D3

Abbildung 4.1: ,Normales“ Petri-Netz

Betrachtet man das Petri-Netz aus Abb. 4.1, so sind alle Token im Netz ,, gleich“ und an sich
nicht unterscheidbar; eine Unterscheidung ist nur moglich anhand der Plétze bzw. Pfeile,
in bzw. an denen sie sich befinden. In der Anwendung kénnten maogliche Interpretationen
beispielsweise sein: p; enthélt Schrauben, p, Holzbretter und p3 Muttern, was durch eine
extra Beschriftung klar gemacht werden miisste. Daher stellt sich die Frage: Wenn die To-

ken unterschiedliche Objekte darstellen, warum unterscheiden sich die einzelnen Token nicht

IDie Abkiirzung CPN stammt vom engl. Begriff coloured Petri net.
2Fiir eine ausfiihrlichere Herleitung sei hier auf [Ger04] verwiesen.
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4 Einfithrung in gefarbte Petri-Netze

von andersartigen Token? Man stelle sich vor, dass nicht nur drei Komponenten in einem
Kleinteilelager vorhanden sind, sondern dass man 500 oder mehr verschiedenartige Kompo-
nenten flir unterschiedliche Produktionen zu bevorraten hat, wozu bei einer Modellierung
von entsprechenden Produktionszusammenhéngen ein relativ groes und uniibersichtliches
PN entstehen wiirde. Genau diese Probleme beheben CPN. Um aus einem PN ein CPN
zu erhalten, werden mehrere gleiche Teile des Netzes zu einer vereinfachten Struktur durch
,Faltung® zusammengefasst, z.B. die drei Plitze aus Abb. 4.1. Damit aber die Unterscheid-
barkeit erhalten bleibt, werden die Token , gefarbt“. Dafiir wird jedem Platz eine andere

Farbe zugewiesen, z.B.

p1 — ROT
p» — BLAU
ps — GRUN

Nun wird jedes Token, das in einem Platz als Zustand oder an den Pfeilen als Gewichtung
steht, in dieser Farbe gefarbt. Danach werden alle Pliatze zu einem , gefarbten“ Platz zu-

sammengefasst; dementsprechend werden auch alle Pfeilgewichte aggregiert (vgl. Abb. 4.2).

t

Abbildung 4.2: Geférbtes Petri-Netz nach Faltung

In dieser Art kann man sich zunéchst einmal den origindren Zusammenhang zwischen PN
und CPN bildlich vorstellen. Formal lassen sich CPN in unterschiedlichen Komplexitétsstu-

fen definieren.

Definition 4.1:
Ein einfach attribuiertes gefirbtes Petri-Netz (SCPN!) ist ein Tupel
N = (P,T,F, B,£,C), wobei

o das 4-Tupel (P, T, F, B) ein Netz geméf Def. 1.1 bildet;

o die Menge C = {c1,...,cx} eine endliche, nichtleere Menge von sog. Farben

1, .. ., ¢ ist und auch Farbenmenge (colour set) genannt wird; dabei sei auf
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kanonische Weise eine Anordnung der Farben in Form eines k-Tupels (ci, ..., cx)

festgelegt;

o die Abbildung f : FUB — Ni\{0} (Gewichtungsfunktion) jedem Pfeil (p,t) € F
bzw. (t,p) € B einen Zeilenvektor aus nicht-negativen ganzen Zahlen als Gewicht

zuweist (allerdings ungleich dem Nullvektor).

Die Farbenmenge wird auch in verallgemeinerter Weise (vgl. Def. 4.4) als Attribut bezeichnet

und die einzelnen Farben als Auspragungen dieses Attributes.

Beispiel:
In diesem Beispiel wird ein einfach attribuiertes geférbtes Petri-Netz N = (P, T, F, B, f,C)

konstruiert:
1. Das Netz N = (P, T, F, B) mit:
P = {p1,p2,p3,p1,P5}
T = {tl, tQ}

F={(p1,t1), (p2, t1), (p3, t2)}
B ={(t1,ps), (t2, pa), (2, p5)}

4 P4
Q\ . pg t2 @
p©2/ s

Abbildung 4.3: Beispiel eines Netzes
2. Es gibt die Farbenmenge C' = {ROT,BLAU, }; dabei sei auf kanonische Weise
eine Anordnung der Farben in Form eines 3-Tupels (ROT,BLAU, ) festgelegt.

'Die Abkiirzung SCPN stammt vom engl. Begriff single-attributed coloured Petri net.
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4 Einfithrung in gefarbte Petri-Netze

3. Die Gewichtung der Pfeile sei wie folgt festgelegt:

f(p1,t1) = (1,0,1) fitr 1 rotes und 1 griines Token
f(p2,t1) = (0,2,0) fir 2 blaue Token
f(t1,p3) = (1,2,1) fiir 1 rotes, 2 blaue und 1 grines Token
f(ps, t2) = (2,2,2) fir 2 rote, 2 blaue und 2 griine Token
f(t2,p4) = (0,1,2) fir 1 blaues und 2 griine Token
f(t2,p5) = (2,1,0) fir 2 rote und 1 blaues Token

n

P2

Abbildung 4.4: Beispiel eines einfach attribuiertes gefarbtes Petri-Netzes

Definition 4.2:

Es sei ein einfach attribuiertes gefirbtes Petri-Netz N = (P, T, F, B, f, C') gegeben. Eine
Abbildung z : P — N§ heifit Zustand oder Markierung von N, wobei z eindeutig als
Vektor z = (z1, ... ,zm)T mit z; = z(p;) darstellbar ist, welcher als eine Matrix interpre-

tiert werden kann.

Beispiel:

Ein Beispiel einer Markierung des SCPN von oben ist geméfl der obigen Vereinbarung:

z(p1)=z1 =(1,1,1) fir 1 rotes, 1 blaues und 1 griines Token
z(pa)= 22 =(1,2,0) fiir 1 rotes und 2 blaue Token

z(ps)= 25 =(1,0,1) fiir 1 rotes und 1 griines Token

z(pa)= 24 =(0,0,0) fitr kein Token

z(ps)= 25 =(0,0,0) fiir kein Token
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oder als Vektor/Matrix:

1, 1, 1) 111
(1, 2, 0) 120
z=|@1, 0 1|=|101
(0, 0, 0) 000
(0, 0, 0) 000
D1
% o ”  9@®
000 (@ 000
. e® e/

Abbildung 4.5: Beispiel einer Markierung eines SCPN
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4 Einfithrung in gefarbte Petri-Netze

Beispiel:
Uberpriift man die Transitionen des obigen SCPN-Beispiels, dann gilt:

o 1 ist aktiviert bzw. seriell feuerbar:

1 1

fpr,t)T = 0| < [1]| =2z(p)T
1 1
0 1

fpo, )" = | 2| < | 2| = 2(p2)”
0 0

e to ist nicht aktiviert:

2 1

f(ps,ta)" =2 £ | 0| = z(ps)”
2 1

P2

Abbildung 4.6: Feuerbarkeit des SCPN-Beispiels

Wird nun ¢; gefeuert, wird aus Zustand

N
Il
— o~~~
—
=
—
== =
I
S O ==
o O O N o=
o O = O =

in den Zustand

IMit dem Symbol < zwischen Vektoren wird der komponentenweise Vergleich verstanden.
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(1,1,1) = (1,0,1) (0,1,0) 010
(17270)_(0’270) (170,0) 100
Z=1(10)+(121)=](222|=(2 2 2
(0,0,0) (0,0,0) 000
(0,0,0) (0,0,0) 000
iibergegangen.
P1
P2

Abbildung 4.7: Zustandsiibergang am SCPN-Beispiel

Im Folgenden werden die Token nicht nur mit einem einzigen Attribut (ndmlich mit dem
Attribut ,,Farbe“) versehen, sondern es werden mehrere verschiedene Attribute definiert und
den einzelnen Token auf den Plitzen bzw. Pfeilen zugewiesen (vgl. [KD13]). Hierbei wird

der Begriff der Multimenge verwendet (Grundlagen hierzu sieche Anhang).

IDie Abkiirzung MCPN stammt vom engl. Begriff multi-attributed coloured Petri net.
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4 Einfiihrung in geférbte Petri-Netze

Bemerkung 4.5:

Aufgrund von grofien Redundanzen ist es in einer grafischen Darstellung des MCPN empfeh-
lenswert, wenn die Gewichte der einzelnen Pfeile nur aus der Stiitzmenge gebildet werden.

Beispiel:
In diesem Beispiel wird ein mehrfach attribuiertes gefarbtes Petri-Netz N = (P, T, F, B, f, A, K, k)

konstruiert:
1. Das Netz N = (P, T, F, B) mit:
P = {p1,p2, p3, 1,05}
T = {t1,t2}

F={(p1,t1), (P2, 1), (p3, t2) }
B = {(t1,ps), (t2,pa), (t2,p5)}

'Man beachte, dass supp(M) # 0 sein muss.

70



Pa

é/ N

O

Abbildung 4.8: Beispiel eines Netzes

2. Die Klassen und Attribute

o Es gibt zwei Attribute in A = {COL,NUM} mit:
COL = {ROT,BLAU,GRUN}
NUM = {1,2,3}

o Hieraus lassen sich auf kanonische Weise die folgenden drei Klassen erzeugen:

K= {FARBE,ZAHL,BUNTEZAHL} mit:

FARBE = {((ROT),(BLAU),(GRUN)} = COL = {ROT,BLAU,GRUN}
ZAHL = {(1),(2), (3)} = NUM = {1, 2,3}

(ROT, 1), (ROT,2), (ROT, 3),
BUNTEZAHL = COLxNUM = ¢ (BLAU, 1), (BLAU,2), (BLAU, 3),
(GRUN, 1), (GRUN, 2), (GRUN, 3)
3. Die Klassifizierungsfunktion der Platze:

k(p1) = FARBE

k(ps) = ZAHL

k(ps) = BUNTEZAHL
k(ps) = ZAHL

k(ps) = FARBE




4 Einfithrung in gefarbte Petri-Netze

P4
asse: Klabsu
I : : ZAHL
D2 Ps
BUNTEZAHL
Klasse: Klassc
ZAHL FARBE

Abbildung 4.9: Beispiel eines Netzes mit Klassen

4. Die Gewichtung der Pfeile

f(p1,t1) = {(ROT, 1), (GRUN7 1)}

Fp2,t1) ={(1,2)}

fti,p3) = {(ROT, 1), 1), (GRUN, 1), 1)}

f(ps,t2) = {((ROT, 1),1), ((BLAU, 3), 1), ((GRUN, 1), 1)}
ft2,pa) ={(1,2),(3,1)}

f(t2,p5) = {(ROT, 1), (BLAU, 1), (GRUN, 1)}

Eigentlich hétte in diesem Beispiel jede Gewichtung die Form

(1,1(1)), (2, h(2)), (3, A(3)),
(ROT, h(ROT)), (BLAU, h(BLAU)), (GRUN, h(GRUN)),
fC.)= ((ROT, 1), h(ROT, 1)), ((ROT, 2), (ROT, 2)), (ROT, 3), h(ROT, 3)),
((BLAU, 1), h(BLAU, 1)), (BLAU, 2), h(BLAU, 2)), (BLAU, 3), h(BLAU, 3)),
((GRUN, 1), ,(GRUN, 1)), (GRUN, 2), (GRUN, 2)), ((GRUN, 3), h(GRUN, 3))

haben miissen, aber wie man sieht, ist diese Form sehr umstéandlich und uniibersichtlich,

daher wird hier die reduzierte Entsprechungsform geméaf Bemerkung 4.5 verwendet.

72



(10 000
Klasse: Ps
BUNTEZAHL @
Klasse: Klasse:
ZAHL FARBE

Abbildung 4.10: Beispiel eines gewichteten MCPN

Demnach ist ein SCPN ein MCPN mit genau einem Attribut (4; = C), dessen Auspriagungen
,Farben®“ genannt werden, und die Multimenge konnte man als einen Vektor aus nicht-

negativen ganzen Zahlen interpretieren.

Definition 4.6:

Es sei ein mehrfach attribuiertes gefirbtes Petri-Netz N = (P, T, F, B, f, A, K, k) ge-
geben. Eine Abbildung z : P — M(K), die jedem Platz p € P eine der Klasse k(p)
entsprechende Multimenge als Gewicht zuweist, heifit Zustand oder Markierung von
N, wobei z eindeutig als Vektor z = (z1, ..., z,) mit z; = z(p;) darstellbar ist, d.h. z(p;)
ist eine Multimenge M; in der Form M; = {(a, hi(a)) | a € K, hi(a) € Ny}, wobei fir die
Stiitzmenge gilt: supp(M;) C k(p;).

Bemerkung 4.7:
Aufgrund von groen Redundanzen ist es in einer grafischen Darstellung des mehrfach attri-
buierten gefarbten Petri-Netz empfehlenswert, wenn die Markierungen der einzelnen Pléitze

nur aus der Stiitzmenge gebildet werden (vgl. Bemerkung 4.5).

Beispiel:
Ein Beispiel einer Markierung des obigen MCPN ist:

z(p1) = 21 = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)}
z(ps) = 25 = {(1,4),(2,1),(3,1)}

z(p2) = 2z = {((BLAU, 3),1)}

z(ps) = 2z = {(1,1),(2,1)}

z(p3) = z3 = {(ROT, 2), (GRUN, 1)}
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4 Einfithrung in gefarbte Petri-Netze

oder als Vektor:
{(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)}
{(1,4),(2,1),3,1)}
{((BLAU, 3),1)}

{(1,1),(2,1)}
{(ROT,2), (GRUN, 1)}

N
1L

Eigentlich hétte in diesem Beispiel jede Markierung in der Form

(1, (1)), (2, 1(2)), (3,h(3)),
(ROT, h(ROT)), (BLAU, h(BLAU)), (GRUN, A(GRUN)),
z(p) = ((ROT, 1), h(ROT, 1)), (ROT, 2), h(ROT, 2)), (ROT, 3), (ROT, 3)).
((BLAU, 1), h(BLAU, 1)), ((BLAU, 2), h(BLAU, 2)), (BLAU, 3), h(BLAU, 3)),

i (
((GRUN, 1), A(GRUN, 1)), ((GRUN, 2), (GRUN, 2)), ((GRUN, 3), ,(GRUN, 3))

dargestellt werden miissen, aber wie man sieht, ist diese Form sehr umstéandlich und untiber-

sichtlich, daher wird hier die reduzierte Entsprechungsform gemafl Bemerkung 4.7 verwendet.

P3

Klasse:

BUNTEZAHL @

Klasse: Klasse:
ZAHL FARBE

Abbildung 4.11: Beispiel einer Markierung eines MCPN

Die in Kapitel 2 vorgestellten Prozesse der Aktivierung und Feuerung von Transitionen in
PN sollen auf MCPN tbertragen werden. Hierbei liegt die Hauptschwierigkeit darin, die

allgemeinen Operatoren +, —, < in entsprechende Multimengenoperatoren umzuwandeln.
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Dazu wird folgendes Schema verwendet:

+ = o
< = ¢

Beispiel:

Uberpriift man die Transitionen des obigen MCPN-Beispiels, dann ist:

o t; aktiviert bzw. seriell feuerbar:

fp1,t1) C z(p1)
f(pa,t1) € z(p2)

oty nicht aktiviert, weil f(ps,t2) keine Teilmenge von z(ps) ist.
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4 Einfithrung in gefarbte Petri-Netze

t

P o) 00

Klasse:
BUNTEZAHL

Abbildung 4.12: Feuerbarkeit des MCPN-Beispiels

Wird nun t; gefeuert, wird aus Zustand

{(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)}
{(1,4),(2,1),(3,1)}
{((BLAU, 3),1)}
{(1,1),(2,1)}

{(ROT, 2), (GRUN, 1)}

N
M1l

in den Zustand

{(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)} \ {(ROT, 1), (GRUN, 1)}
{(1,4), (2,1, (3, D} \ {(1.2)}
2 {((BLAU,3),1)} & {((ROT, 1), 1), (GRUN, 1), 1)}
{1,121}
{(ROT, 2), (GRUN, 1)}
{(ROT, 2), (BLAU, 2), (GRUN, 1)}
{(1,2),(2,1),(3,1)}
= [ {((ROT, 1),1), (BLAU, 3), 1), ((GRUN, 1), 1)}
{(1,1), (2,1}
{(ROT, 2), (GRUN, 1)}

ibergegangen.
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(10 000
Klasse: D5
BUNTEZAHL
Klasse: Klasse:
ZAHL FARBE

Abbildung 4.13: Zustandsiibergang am MCPN-Beispiel

In diesem Zustand waren sowohl ¢; als auch ¢, aktiviert.

Neben dem seriellen Feuern, bei dem selbst bei seriellen Rechnungen immer nur genau eine
aktivierte Transition bzgl. eines Zustandes z fiir einen Zustandsiibergang herangezogen wird,
soll nun auch nebenldufiges Feuern von mehreren Transitionen formalisiert werden. Hierzu

muss der Begriff der Feuerbarkeit verallgemeinert werden.

1Um eine Doppelindizierung zu vermeiden, wird 0.B.d.A. angenommen, dass es sich um die 7 ersten Tran-
sitionen aus 7" handelt.
2GeméiB Def. 4.8
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4 Einfithrung in gefarbte Petri-Netze

Beispiel:
Betrachtet man das MCPN-Beispiel im Zustand z’ (Abb. 4.13), ist es offensichtlich, dass die
Transitionen ¢; und ¢y aktiviert und nebenlaufig feuerbar sind:

Wird nun #; und #, gefeuert, wird aus Zustand

{(ROT,2), (BLAU, 2), (GRUN, 1)}
{(1,2),(2,1),(3,1)}
z' = | {((ROT, 1),1), ((BLAU, 3), 1), ((GRUN, 1), 1)}
{(1,1), (2,1}
{(ROT,2), (GRUN, 1)}

in den Zustand

{(ROT,2), (BLAU, 2), (GRUN, 1)} \ {(ROT, 1), (GRUN, 1)}
{(1,2),(2,1), 3. DI\ {(1,2)}
" ({((ROT, 1), 1), ((BLAU, 3), 1), ((GRUN, 1), 1)} \ {((ROT, 1), 1), ((BLAU, 3), 1), ((GRUN, 1), 1)})
w{((ROT, 1),1), ((GRUN, 1),1)}
{10, 2, D}w{(1,2),3,1)}
{(ROT,2), (GRUN, 1)} & {(ROT, 1), (BLAU, 1), (GRUN, 1)}
{(ROT, 1), (BLAU,2)}

{(2,1),3,1)}

=| {(ROT,1),1),((GRUN,1),1)}
{(1,3),(2,1), (3, 1)}

{(ROT, 3), (BLAU, 1), (GRUN, 2)}

iibergegangen.
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BUNTEZAHL

Abbildung 4.14: Zustand z” des MCPN-Beispiels (nach nebenldufigem Feuern)

Des Weiteren lasst sich fiir das MCPN-Beispiel die folgende Rechnung ausfiihren:

{(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)} [(ROT, 2), (BLAU, 2), (GRUN, 1)}
{(1,4),(2,1),(3,1)} {(1,2),(2,1),(3,1)}
[((BLAU, 3),1)} <t > | {((ROT,1),1), (BLAU, 3),1), (GRUN, 1), 1)}
{(1,1), (2, 1)} {(1,1), (21}
{(ROT, 2), (GRUN, 1)} {(ROT,2), (GRUN, 1)}

{(ROT, 1), (BLAU, 2)}
{20,610}
<ti,ta > | {((ROT,1),1),((GRUN,1),1)}
{(1,3),(2.1), (3, 1)}
{(ROT, 3), (BLAU, 1), (GRUN, 2)}

Diese Rechnung kann im Endzustand nicht fortgesetzt werden, weil hier keine Transition

mehr feuerbar ist.

In diesem Kapitel wurden bis jetzt nur CPN mit einer konstanten Pfeilgewichtung behandelt,

was vor allem aus didaktischen Griinden geschieht. Die allgemeinere und in der Praxis hau-

figer benutzte Form von CPN mit variabler Pfeilgewichtung wird im Kapitel 6 beschrieben.

In Kapitel 5 folgt zundchst die Anwendung von Konfliktlosungsstrategien auf die MCPN.
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5 Allgemeine Konfliktlosungen bei

Feuerprozessen von gefarbten Petri-Netzen

Als Ausgangspunkt betrachte man die allgemeine Konfliktsituation bei Petri-Netzen (vgl.
Kap. 2). Hierbei liegt der Konflikt darin begriindet, dass bei einer Teilmenge von Transi-
tionen aus T jede einzelne zwar aktiviert und somit auch seriell feuerbar ist, aber aufgrund
von zu wenigen Token im gemeinsamen Vorbereich nicht alle diese Transitionen nebenlédu-
fig feuerbar sind. Bei gefiarbten Petri-Netzen ist aber nicht nur auf die Anzahl aller Token,

sondern zuséatzlich noch auf die Tokenanzahl in den einzelnen ,Farben“ zu achten.

Abbildung 5.1: Allgemeiner Konflikt bei einem gefirbten Petri-Netz (vgl. Abb. 2.1)

Die in Kapitel 2 vorgestellten Konzepte zur Auflsung der allgemeinen Konfliktsituationen

bei PN sollen auf MCPN tbertragen werden. Wie bereits in Kapitel 4 erwahnt miissen dazu
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5.1 Verallgemeinerung eines allgemeinen Konflikts fiir MCPN

die allgemeinen Operatoren +, —, < in Multimengenoperatoren nach dem Schema

+

N
N — &

<

umgewandelt werden. Diese Umwandlung betrachten wir nun im folgenden Abschnitt (vgl.
auch [KD13]).

5.1 Verallgemeinerung eines allgemeinen Konflikts fir MCPN

Zunéchst werden folgende Bezeichnungen verallgemeinert:

Ist die Markierung z fest vorgegeben bzw. als bekannt vorauszusetzen, wird vereinfacht auch
T A statt TA(z) bzw. T Ay, (p) statt T Ay, (p, z) baw. T Apu(p) statt T Ay (p, z) geschrieben.
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

Man mache sich klar, dass ein Platz p nur dann einen allgemeinen Konflikt auslosen kann,

wenn die Menge T'A,,:(p) mehr als eine (aktivierte) Transition enthélt.

Beispiel:

Die Plétze p; und p, des MCPN in Abb. 5.2 haben einen allgemeinen Konflikt. Der Platz p;
kann entweder t; oder ¢t zum Feuern freigeben; der Platz py kann entweder t5 oder t3 zum
Feuern freigeben. Die Transition ¢, ist keine Option, weil diese aufgrund fehlender Token in

p3 nicht aktiviert ist.

Klasse:
FARBE

Abbildung 5.2: Allgemeine Konfliktsituation im MCPN
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5.1 Verallgemeinerung eines allgemeinen Konflikts fiir MCPN

An dieser Stelle sei auch angemerkt, dass bei den normalen Petri-Netzen fiir die Bedingung

des allgemeinen Konfliktes sowohl

> fp.t) > z(p)

teT Aout (p)

als auch

> fpt) £ z(p)

teT Aout (p)

gilt, zumal es sich um dquivalente Ausdriicke handelt. Zwischen den analogen Ausdriicken
bei CPN, namlich

W fp,t) € 2(p)

teT Aout (p)

und

W ft) Dz

teT Aout (p)
besteht allerdings keine Aquivalenz mehr.

Beispiel:
Offensichtlich besteht im folgenden MCPN ein allgemeiner Konflikt geméaf obiger Definition.

tz tl

Abbildung 5.3: Allgemeiner Konflikt im MCPN
Dieser Sachverhalt wird durch die Bedingung

W fp.t) Z zp)

teT Aout (p)

wiedergegeben, zumal {(ROT,2)} € {(ROT, 1), (BLAU, 1)} gilt. Allerdings wiirde nach der
Bedingung
W f.t) Dz

teT Aout (p)

vermeintlich kein allgemeiner Konflikt bestehen.
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

Beispiel:

In Abb. 5.4 sind die einelementigen Transitionenmengen {t;}, {t2} und {t3} jeweils zwar
feuerbar, aber nicht maximal feuerbar. Die zweielementigen Transitionenmengen {t1,t2}
und {t1,t3} sind maximal feuerbar, wiahrend die Transitionenmenge {t2,t3} nicht feuerbar

ist.

t

Abbildung 5.4: Maximal feuerbare Transitionenmengen eines MCPN

5.2 Lokale Losungsansatze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

Zunéchst sollen die Konfliktsituationen, wie bei den Petri-Netzen, lokal behandelt werden,
d.h. es wird ein einzelner Platz p betrachtet. Bei dieser Betrachtungsweise wird eine gegen-

seitige Beeinflussung von Konflikten noch nicht beriicksichtigt (vgl. Abschn. 2.2).
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5.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

Ist die Markierung z fest vorgegeben bzw. als bekannt vorauszusetzen, wird vereinfacht auch
T Eout(p) statt T E,ui(p,z) geschrieben.

5.2.1 Gefarbte Petri-Netze mit Bewertungen

Es werden drei verschiedene Bewertungen von den Petri-Netzen (vgl. Abschn. 2.2.1) auf die
MCPN tibertragen:

1. Allgemeine Bewertungen
2. Prioritdten (insbesondere normierte Prioritdten)

3. Wahrscheinlichkeiten (insbesondere aktualisierte Wahrscheinlichkeiten)

Man beachte allerdings, dass diese Ubertragung trivial ist, da die Bewertungsfunktionen
dquivalent wie bei den Petri-Netzen definiert werden. Daher sei an dieser Stelle nur die

allgemeine Bewertungsfunktion exemplarisch neu definiert.!

Beispiel:

Die Pfeile aus Abb. 5.5 haben folgende allgemeine Bewertungen:

o(pi,t1) =6
a(p1,t2) =5
o(pr, ts) = 4711
o(pi,ts) = 4,5

'Eine ausfiihrlichere Beschreibung hierzu findet man in [KD13].



5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

Legende

Bewertung

Abbildung 5.5: MCPN mit Bewertungen

Als weitere Beispiele seien hier auch noch zwei MCPN mit Prioritdten bzw. mit Wahrschein-

lichkeiten dargestellt.

Beispiel:

Die Pfeile aus Abb. 5.6 haben folgende normierte Prioritiaten:
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5.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

Legende

Prioritét

Abbildung 5.6: MCPN mit normierten Prioritdten

Beispiel:
Die Pfeile aus Abb. 5.7 haben folgende Wahrscheinlichkeiten:

2 w(p,t1) =04
1 wi(pi,t2) =0,2
2 wi(pr,t3) =04
5
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

Legende

W-keit 0
Akt. Wkeit ()

Abbildung 5.7: MCPN mit Wahrscheinlichkeiten

5.2.2 Beispiele fiir algorithmische Beschreibungen von lokalen

Freigabeprozessen

Fiir die lokale Freigabe von Transitionen bei MCPN lassen sich dieselben Algorithmen ver-
wenden wie bei den PN (vgl. Abschn. 2.2.2). Man beachte allerdings, dass hierbei die al-
gorithmischen Beschreibungen auf Multimengen verallgemeinert werden miissen; die daraus

hervorgehenden Anderungen sind in roter Schrift hervorgehoben.

Fiir Prioritiaten

Gegeben sei ein MCPN N = (P, T, F, B, f, A, K, k,z, 0) mit Prioritdtsfunktion p. Ein Platz
p € P erteilt in Bezug auf den Zustand z einer Teilmenge T E,,+(p) von aktivierten Transitio-
nen aus T'Ay:(p) die Freigabe zum Feuern durch die im Folgenden beschriebene Bildungs-
vorschrift dieser lokalen Freigabemenge TE,,;:(p) mittels Prioritdten. Dabei werde

0.B.d.A. vorausgesetzt, dass die Méachtigkeit der Menge T Ay (p) mit x(p) € N gegeben
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5.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

ist und zudem die Transitionen ti,..., t. ;) € T'Age(p) in aufsteigender Reihenfolge ihrer

Prioritdten geordnet ist, d.h.

o(p,t;) < o(p,t;) fir alle t;,t; € T Apue(p) mit ¢ < j.

Algorithmus 5.6: Lokale Freigabe mittels Prioritdtenverfahren fiir MCPN
(vgl. Algorithmus 2.8)

Setze T Eyu(p) == 0.
Firi=1,...,k(p) fihre aus:
Falls gilt: f(p, i) WWerp, .. f(0:1) € 2(p),
setze: T Eyu(p) := T Epu(p) U {t;}.

Ergebnis: Die Menge T'E,.:(p) beinhaltet alle aktivierten Transitionen, die vom Platz p
zum Feuern freigegeben werden. Bei der Bildung der Transitionenmenge T E,.(p) gehen die

Prioritdten der Transitionen bzgl. p mafigeblich ein.

Beispiel:
In Abb. 5.8 hat p; einen allgemeinen Konflikt.

Legende

Prioritét
1

Abbildung 5.8: Lokale Freigabe bei MCPN mit Prioritdtenverfahren
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

Es erfolgt die Freigabe nach Prioritidten; dabei wird in der folgenden Reihenfolge gepriift:
Setzung: T Ey(p1) := 0.

Priifungen:

ty wg. o(p1,t1) = 1:
f(p1,t1) = {(ROT, 1), (BLAU, 1)} C
{(ROT,?2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p1)
= TEmA,t(pl) = TEmnf(pl) U {tl} = {tl}
ty wg. o(p1,t3) = 2:
flp1, 1) W f(p1, ts) = {(ROT, 3), (BLAU, 1)} £
{(ROT,2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p;)
= t3 kann nicht (zusétzlich) freigegeben werden.
ty wg. o(p1,t2) = 3:
f(pr.t) W f(p1,t2) = {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} €
{(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p,)

= TEou(p1) = TEou(p1) U {t2} = {t1,t2}

Ergebnis: TE,u(p1) = {t1,t2}, d.h. es werden die Transitionen #; und ¢, bzgl. Platz p;

freigegeben.

Fiir Wahrscheinlichkeiten

Gegeben sei ein MCPN N = (P, T, F, B, f, A, K, k, z,w) mit Wahrscheinlichkeitsfunktion w.
Ein Platz p € P erteilt in Bezug auf den Zustand z einer Teilmenge T E,,;(p) von aktivierten
Transitionen aus T'A,,(p) die Freigabe zum Feuern durch die im Folgenden beschriebene
Bildungsvorschrift dieser lokalen Freigabemenge TE,,(p) mittels Wahrscheinlich-
keiten. Dabei werde 0.B.d.A. vorausgesetzt, dass die Méchtigkeit der Menge T'A,.:(p) mit
k(p) € N gegeben ist. Durch eine Indizierung der Elemente ¢; € T A, (p), i = 1,...,k(p),
ist eine Anordnung der Transitionen vorgegeben, so dass jeder Transition ¢; € T Ayu(p),

i=1,...,k(p), auf kanonische Weise die kumulierte Wahrscheinlichkeit

arlprt) = X (p, )

zugewiesen wird.

90



5.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

Algorithmus 5.7: Lokale Freigabe mittels Wahrscheinlichkeiten-Verfahren
fir MCPN (vgl. Algorithmus 2.9)

Setze:

T Eout(p) = 0

L :=TA,u(p) (Kandidatenliste)

wy, =1 (Summierte Restkandidaten-W’keit)

wektuell (0) .= 0 (Hilfs-W keit fiir Monte-Carlo-Methode)

Firi=1,...,k(p) fihre aus:

Setze:
7(i) := i (Reihenfolgezéhler)
wektuell (7(7)) := w,(p, t;) (aktualisierte W “keit)
wekteell (7)) := wy(p, t;) (aktualisierte kumulierte W “keit)

Solange L # () fithre aus:

Ermittle Zufallszahl p € (0; 1].
Bestimme #; € L mit p € (w@el (7 (i) — 1); wektuel (7 (4))] .
Falls gilt: f(p,t;) Wicrp, i (p) fp,t) € z(p),
setze: TEyut(p) := T Eou(p) U {t:}.
Setze: L := L\ {t;};wr = wr, — w,(p, ;).
Fir j=i+1,...,s(p) setze: w(j) :=7(j) — 1.
Fiir alle ¢; € L fiihre aus:
Setze:

waktuell(,/.r(j)) = WZ(Pth):

wr

w;ktuell(ﬂ.(j)) = wgktue”(ﬂ.(‘j) _ 1) + waktuell(,ﬁ(]’)).

Ergebnis: Die Menge T E,.(p) beinhaltet alle aktivierten Transitionen, die vom Platz p zum

Feuern freigegeben werden.

Beispiel:
In Abb. 5.9 hat Platz p; einen allgemeinen Konflikt; die Freigabe erfolgt diesmal nach

Wahrscheinlichkeiten. Es wird so vorgegangen:
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5 Aligemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von geférbten Petri-Netzen

Legende

Wkeit
Akt. W’keit

t
1
ta
1
t3
1
ty
1

Abbildung 5.9: Lokale Freigabe bei MCPN mit Wahrscheinlichkeitsverfahren

Berechnung der aktualisierten und kumulierten Wahrscheinlichkeiten:

ws(p1,t1) = % =04 we(pr,t) = 0,4;
wa(p1,t2) = §5 = 0,2; wy(p1,t2) = 0,4 40,2 = 0,6;
wa(p1,ts) = §2 = 0,4; we(p1,t3) = 0,4+ 0,2+ 0,4 = 1.

=

ot

Setzungen: T Eoy(p1) := 0; L 1= T Aot (p1) = {t1, 2, t3}; wp := ;w2 (0) := 0

i 1
(i) 1
Wl (2 (i) [ 04 ] 0,2 ] 0.4
Wkl i)y [ 04 ] 06 | 1

Schritt 1:
L={t,tsts3} #0
p = 0,3 (Zufallszahl)
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5.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

p€(0;04] = wahle t; =i=1

f(p1,t1) = {(ROT, 1), (BLAU, 1)} C {(ROT, 1), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p;)
= TEopu(p1) = TEou(p1) U {t:} = {t:}

L= {ty, 12, 633 \ {t1} = {t2, 5}

wr:=1-04=0,6

i 213
(1) 112
Waktuell(ﬂ.(i)) % %
w;kt“e”(ﬂ'(i)) % 1
Schritt 2:
L= {tyts} #0

p = 0,1 (Zufallszahl)

p € (0; 15] = wahle ty = i =2

f(pr,t1) @ f(pr.t2) = {(ROT,2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} £
{(ROT, 1), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(py)

L= {ts,ts} \ {t2} = {ts}

wr:=06-02=04

(i)
waktuell(ﬂ.(i))

w;ktuell (71'(2))

— =] =] w

Schritt 3:
L={ts} #0

p = 0,9 (Zufallszahl)

p€(0;1] = wahle t; =i=3

f(p1,t1) W f(p1,t3) = {(ROT, 1), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} C
{(ROT, 1), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p,)

= TEou(p1) = TEou(p1) U {ts} = {t1, 3}

L= {ts}\{ts} =0

wp:=04-04=0

Schritt 4:
L = () = Terminiere
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen
Ergebnis: TE,.:(p1) = {t1,t3}; d.h. p; gibt ¢; und ¢; frei.
Eine alternative Losung ist in Abb. 5.10 dargestellt. Diese ergibt sich, wenn beispielsweise

die erste Zufallszahl 0,5 ist (alle anderen Transitionen wiirden dadurch nicht mehr freigebbar

sein):

Legende
Wkeit ’
Akt. Wkeit 8%

ty
I
to
I
t3
I
tq
I

Abbildung 5.10: Lokale Freigabe bei MCPN mit Wahrscheinlichkeitsverfahren (alternative Losung)

Fiir Nutzen

Gegeben sei ein MCPN N = (P, T, F, B, f, A, K, k,z,1¢) im Zustand z mit allgemeiner Be-
wertungsfunktion ¢ : F' — R, die als Nutzen aufgefasst wird. Ein Platz p € P erteilt
in Bezug auf den Zustand z einer Teilmenge TE,,:(p) von aktivierten Transitionen aus
T Auut(p) die Freigabe zum Feuern durch die im Folgenden beschriebene Bildungsvorschrift
dieser lokalen Freigabemenge TE,.(p) mittels Nutzen. Dabei werde 0.B.d.A. voraus-

gesetzt, dass die Méachtigkeit der Menge T A, (p) mit x(p) € N gegeben ist.

Hier werden nun die drei Algorithmen aus Abschnitt 2.2.2.2 verallgemeinert.
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5.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

Der erste ist die Greedy-Heuristik fiir Nutzen, welche immer versucht, die Transition mit dem
jeweils noch groBten Nutzen freizugeben. Dafiir seien die Transitionen ¢y, ..., tep) € T'Aou(p)

0.B.d.A. in absteigender Reihenfolge ihres Nutzens 1 (p, ;) geordnet, d.h.
W(p,t1) > V(p,ta) > ... > U(p, tyy) fir alle t; € T Ay (p).

Der zweite Algorithmus ist der obige Greedy-Algorithmus, angewandt auf die Nutzenquo-
tienten 7);, wobei die Transitionen ti,...,tsp) € TAgw(p) nun 0.B.d.A. in absteigender

Reihenfolge ihrer Nutzenquotienten 7; geordnet sind, d.h.
. . b(p, ;)
M >N > ... 2> N fir alle t; € T Aoy (p) mit 1; = ———+

Da der Nutzenquotient als Nutzen pro verbrauchten Token zu interpretieren ist, wird hier
die Méchtigkeit der Pfeilgewichtung verwendet. Beide Algorithmen sind im Prinzip das
Prioritdtenverfahren mit einer anderen Anordnung der Transitionen, wobei ¢ (p, t;) oder n;

wverallgemeinerte Prioritaten wiren (wohlgemerkt: i.d.R. ¢(p,t;) ¢ N und n; ¢ N).

Der folgende Algorithmus arbeitet nach dem Branch- & Bound-Prinzip, wobei die Tran-

sitionen wieder nach dem Nutzenquotienten geordnet sind.

Algorithmus 5.8: Lokale Freigabe mittels B&B (vgl. Algorithmus 2.10)

Setze:

Xo:={(z1, 22, ..., ) | ; €{0,1},5 =1,...,k(p)} (Ursprungsknoten)
go := 0 (Gewicht der Teillésung)

ng 1= Z;Lpl) ¥ (p,t;) (theoretischer Nutzen des Problems)

N := 0 (Effizienzschranke (Bound))

TP :={Xo} (Menge aller Teilknoten)

s := 0 (Zéhler der Teilknoten)

mg := 0 (Stufe des Teilknotens)

L = (Losung)

1. Schritt: Falls TP = () terminiere.
Wahle X, aus TP mit n, = max(n; | X; € TP) (bei Mehrdeutigkeit wahle willkiirlich

den Index )
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

2. Schritt: Falls m, < x(p), fithre aus:
Setze:
Xsp1 =X, mit 11 = 1; Xgpo := X, mit 41 = 0;
Ngt1 = Ny Nsq2 1= Ny — ’z/;(p, tm,7.+1);
Gs1 = Gr W (Dt 1) G542 = Gr}
Mgt1 i= Mgpo =M, + 1;
TPgiltig := {Xssi | gs+i € 2(p) Ansyi > Nyi=1,2}
TP :=(TP\{X.,})UTPyiltig,

Falls (m, = k(p) — 1) A (T'Pgiiltig # (), fithre aus:
Wihle X; aus T Pgiltig mit n; = max(n; | X; € TPgiltig)
Setze:

N :=mny
L= Xl
Fur alle X; € TP fiihre aus:

Falls n; < N, setze:
TP:=TP\{X.};

Gehe zum Schritt 1.

Ergebnis: Das binédre Tupel (21,22, ..., Zx(p)) € L ist folgendermaBen zu interpretieren:

z; = 1 = Transition ¢; wird freigegeben,

x; = 0 = Transition ¢; wird nicht freigegeben,
so dass gilt:
TE,ui(p) == {t: € TAput(p) | z; = 1}.

Die Menge T'E,,:(p) beinhaltet nun alle aktivierten Transitionen, die vom Platz p zum Feu-

ern freigegeben werden.

Auch hier bietet es sich wieder an, eine erste Startlosung schon als Effizienzschranke N
zu benutzen (vgl. Diving B&B in [K&06, S. 25f.]).
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5.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

Beispiel:
In Abb. 5.11 ist ein MCPN mit Nutzen abgebildet. In diesem MCPN hat Platz p; einen
allgemeinen Konflikt; die Freigabe erfolgt nach Nutzenwerten. Je nach Freigabe-Prozedur

ergeben sich drei Losungsmoglichkeiten:

Legende

Nutzen

Abbildung 5.11: MCPN mit Nutzen

1. Losung mit Greedy-Heuristik fiir Nutzen:

Hier werden die Transitionen nach ihrem Nutzen in absteigender Reihenfolge geordnet, so

dass sich die Reihenfolge t1, ta, t4, t3 ergibt. Nun wird folgendermaflen verfahren:

Setzung:
T Eoui(p1) := 0.
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

Priifungen:

t1 wg. ¥(p1,t1) = 6:

f(p1,t1) = {(ROT,?2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} C

{(ROT,2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p)
= TEout(pl) = TEout(pl) U {fl} = {tl}
tay wg. (p1,t2) = 5

(1 t1) + f(p1, t2) = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUNv 2)} &
{(ROT,2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p;) = t, wird nicht freigegeben.

ty wg. Y(pr,ty) = 4:

f(pls tl) + f(p17t4) = {(ROT7 3)7 (BLAU7 1)7 (GRUN7 1)} ,(;
{(ROT,2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p;) = t4 wird nicht freigegeben.

ts wg. Y(p1,ts) = 3:

f(pr.t1) + f(p1,ts) = {(ROT, 3), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} £
{(ROT,2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p;) = t3 wird nicht freigegeben.

Ergebnis: TE,u(p1) = {t1}, d.h. Platz p; gibt allein die Transition ¢; frei. Der gesamte
Nutzen dieser Freigabe betragt N = 6.
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5.2 Lokale Losungsansdtze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

Legende

Nutzen

t1
1
to
1
t3
1
ty
1

Abbildung 5.12: Lokale Freigabe bei MCPN mit Greedy-Heuristik fiir Nutzen

2. Losung mit Greedy-Heuristik fiir Nutzenquotient:

Hier werden die Transitionen nun nach ihren Nutzenquotienten in absteigender Reihenfolge
geordnet, so dass sich die Reihenfolge t4, t3,t9,¢; auf Grund der zugehorigen Nutzenquoti-

enten % = 4,% = 3,% = 1,6 und % = 1,5 ergibt. Nun wird folgendermaflen verfahren:

Setzung:
TEout (P1) = @

Priifungen:
bprsta) 4 _ 4.
b Wg [y = 1= 4

f(ph t4) = {(ROT 1)} - {(ROT7 2)7 (BLAU7 1)7 (GRUN7 1)} = Z(pl)

= TEout(pl) = TEout(pl) u {t4} = {t4}
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5 Aligemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von geférbten Petri-Netzen

Y(pts) 3 _ q.
ts W8 (o) = 1=

f(p1,ta) + f(p1,ts) = {(ROT, 2)} € {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p1)
= TEout(pl) = TEout(pl) U {tS} = {t47 t3}

Plpita) 5 _ 1§

[fprit2)] — 3

f(pi,ta) + fp1,ts) + f(p1.t2) = {(ROT, 3), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} Z
{(ROT,2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p;) = t» wird nicht freigegeben.

ty wg.

[fput)] — 4

fprsta) + f(pi,ts) + f(p1,t1) = {(ROT, 4), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} £
{(ROT,2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)} = z(p;) = t; wird nicht freigegeben.

t1 wg. vpit) 6 1,5:

Ergebnis: TEy:(p1) = {t3,ts}, d.h. Platz p; gibt t3 und ¢, frei. Der gesamte Nutzen dieser
Freigabe wire N = 7.

Legende

Nutzen

t
1
ta
1
t3
1
ty
1

Abbildung 5.13: Lokale Freigabe bei MCPN mit Greedy-Heuristik fiir Nutzenquotient
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5.2 Lokale Losungsansétze fiir allgemeine Konflikte bei MCPN

3. Losung mit Branch & Bound:

Hier werden die Transitionen zunéchst nach ihren Nutzenquotienten in absteigender Reihen-
folge geordnet, so dass sich wieder die Reihenfolge t4, t3, ta, t1 ergibt. Des Weiteren wird hier
die Methode mit einer schon vorgegebenen Startlosung von N = 7 aus dem oberen Greedy-
Verfahren verwendet. Die einzelnen Schritte des B&B-Verfahrens lassen sich in Abb. 5.14
verfolgen. Dabei ist zu beachten, dass die vereinfachte Schreibweise R = ROT,B = BLAU,
G = GRUN verwendet wird.

Am Anfangsknoten 0 ist der theoretisch noch zu erzielende Gesamtnutzen n = 18 ver-
merkt. Dieser ergibt sich aber nur, wenn das Tupel (1,1,1,1) realisierbar ist, d.h. 2y = 2o =
23 =24 = 1 und TE,(p1) = {t1,ta,t3,t4}. Zudem wird die Anzahl g (dies ist eine Multi-
menge) der Tokens, die in Platz p; zur Verfiigung stehen miissen, vermerkt. Da zu Beginn
des Verfahrens noch keine Transitionen freigegeben sind (d.h. 21 = 29 = 23 = x4 = 0 bzw.
TEou(p1) = 0), gilt g = 0.

Es wird die Transition mit dem grofiten Nutzenquotienten gewéhlt, also ¢4, und es werden die
beiden Félle 1 = 1 und z; = 0 analysiert. Durch entsprechende Verzweigung (branching)
ergeben sich die beiden Knoten 1 und 2. Am Knoten 1 sind die Konsequenzen aus der Ent-
scheidung z; = 1 bzw. TE,u:(p1) := {t4} vermerkt, d.h. der theoretisch noch maximal mogli-
che Gesamtnutzen ist unveréndert geblieben, wihrend sich wegen f(p1,t4) = {(ROT, 1)} ein
sVerbrauch® von einem roten Token eingestellt hat. Solange g C z(p;) gilt (Zuldssigkeitsgren-
ze), ist der Knoten fir weitere Verzweigungen zuldssig. Am Knoten 2 sind die Konsequenzen
aus der Entscheidung z; = 0 bzw. weiterhin TE,,(p1) = 0 vermerkt, d.h. der theoretisch
noch mogliche Gesamtnutzen hat sich um v (py,t4) = 4 verringert, also n = 14, wihrend die
Tokenanzahl g unverandert bleibt. In der Folge wird immer an demjenigen Knoten weiter

verzweigt, der den maximalen Wert n aufweist.

Eine erste zuléssige Losung ist am Knoten 10 erzielt: Das zugehorige binédre Tupel (1,0, 1, 0)
entspricht der Freigabemenge T E,yt(p1) = {t2,t4} mit dem Gesamtnutzen N = 9. Im wei-
teren Verlauf des Verfahrens wird diese Zwischenlosung N = 9 als untere Grenze (Effi-
zienzgrenze) fir das weitere Verzweigen eingesetzt, indem von zuldssigen Knoten, deren
Nutzenwert n nicht grofler als die untere Grenze ist, auch nicht weiter verzweigt wird. Die
Abbriiche auf Grund von Zuléssigkeits- oder Effizienzgrenzen sind in Abb. 5.14 durch rote
Striche fir nicht zuldssig bzw. blaue Striche fir nicht effizient gekennzeichnet. Das Erreichen

von zuldssigen Losungen wird durch griine Striche verdeutlicht.
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Legende n= Nutzen
g= Gewicht *i=1 ¥,=0

n<N keine E (Startwert N=7)
g% {(R.2),(B,1),(G,1)} nicht zulassig n= 18
g= {R1)} n=14
- e= 0
Xa=! =0 Xp=1 X=0
°:u 18 n=15 n= 14 qu 11
&= {(R.2)) &= {(R1)} e= {(R1)} &= 9
Xe=1 Xs=0 X3=1 =0 Xe=1 X3=0 X5=1 X5=0
n= 10 n=14 = 9 e:u 1 e
g= {R1)} &= {(R2),(8,1),(G,1)} = (R} &= {(R1),(8,2),(G,1)}
Xe=1 X=0 Xe=1 Xi=0 Xe=1 Xe=0 Xi=1 Xi=0 Xa=1 Xa=0
= 7 n= 10 n= 4 n= 14 n= 5
18 ). o\ ® 10 emu (®3),E,1,6,0\24 ) g= 15 )o- (ra)62 2)..
1. verbesserte Lésung

N:=9

5 Aligemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von geférbten Petri-Netzen

Abbildung 5.14: Losung nach Branch & Bound
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5.3 MCPN mit Konfliktlésung

Insgesamt ergibt sich ein Baum mit 25 Knoten, wobei sich keine weitere Verbesserung ergibt,
d.h. Platz p; gibt die Transitionen ¢, und ¢, frei. Der gesamte Nutzen dieser Freigabe betragt
N = 9. Es ist leicht nachzuvollziehen, dass hiermit der maximal mdgliche Gesamtnutzen fiir

eine Freigabe bzgl. p; erzielt ist.

5.3 MCPN mit Konfliktlésung

Nun soll hier in Analogie zu den PN aus den lokalen Freigabemengen eine globale Freigabe-

menge entstehen. Dazu wird auch hier jedem Platz p € P eine Konfliktlésung zugeordnet,
so dass man ein MCPN mit Konfliktlosung erhélt (vgl. Abschn. 2.2.3).
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

Ist die Markierung z fest vorgegeben bzw. als bekannt vorauszusetzen, wird vereinfacht auch
TE statt TE(z) geschrieben.

Beispiel:
Die Plitze aus Abb. 5.15 haben folgende Bewertungsarten:

a(p1) = Prio
a(pz) = Wkeit

Die Pfeile aus Abb. 5.15 haben folgende Bewertungen:

d(p1,t1) =1
3(p1,t2) =2
3(p2,t1) = 0,5
3(p2,t2) = 0,5



5.3 MCPN mit Konfliktlésung

Die Plitze aus Abb. 5.15 haben folgende Losungsstrategien:

C(p1) = lokales Prioritdten-Verfahren
¢(p2) = lokales W’keiten-Verfahren

Legende

Prioritét
<eit

Klasse:
FARBE

Abbildung 5.15: Beispiel fiir ein MCPN mit Konfliktlosung

In Abb. 5.15 hat sowohl p; als auch py einen allgemeinen Konflikt. Die Freigabe erfolgt bei

p1 nach Prioritdten und bei p, nach Wahrscheinlichkeiten.

Es konnen nun zwei Félle eintreten.

p1 wird ¢y freigeben: TE,,.(p1) = {t1}.

po wird ¢ freigeben: T Epy(p2) = {t1}.

Daraus ergibt sich die Freigabemenge TE = {t;}, weil alle Plitze im Vorbereich der Tran-

sition ¢; die Freigabe erteilt haben.

2. Fall:

p1 wird ¢ freigeben: T Eoy(p1) = {t1}.
po wird ¢y freigeben: T Eoy(pe) = {ta}.

= TFE = (), weil keine Transition von allen Plitzen in ihrem Vorbereich freigegeben wird.

Dieses Beispiel zeigt, dass trotz der Konfliktlosung immer noch der Fall eintreten kann,
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5 Allgemeine Konfliktlésungen bei Feuerprozessen von gefirbten Petri-Netzen

dass keine Transition feuerbar ist.

Am Ende von Kapitel 2 wurde veranschaulicht, dass kollektive Losungsansitze zur Behand-
lung von Konflikten bei Feuerprozessen in Petri-Netzen durch Faltung (und ,,Einfarben®) auf
lokale Losungsansétze zur Behandlung von Konflikten in gefdrbten Petri-Netzen tiberfithrt
werden konnen. Entsprechend lassen sich prinzipiell kollektive Losungsanséitze zur Behand-
lung von Konflikten bei Feuerprozessen in gefarbten Petri-Netzen durch Faltung wieder auf
lokale Losungsansitze abbilden. Daher wird auf eine ausfiithrliche Ausarbeitung an dieser

Stelle verzichtet.
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

In der Praxis werden zumeist CPN mit variablen Pfeilgewichtungen verwendet (vgl. [JK09],
[Ger04]). Die dazu eingefiihrten Variablen in den CPN lassen sich auf dhnliche Weise durch
die Faltung herleiten wie die Farben der Tokens (vgl. Kap. 4). Dies soll am folgenden Beispiel

demonstriert werden.

Pp1 P2

Abbildung 6.1: Nicht gefaltetes Petri-Netz

Das Petri-Netz in Abb. 6.1 stellt in seiner Graphenstruktur offensichtlich einen Zyklus dar.
Durch ,Konzentration® der Platze und der Transitionen entsteht eine vereinfachte Petri-
Schlinge, indem die Plédtze p;, p» und p3 zu einem ,konzentrierten® Platz p. (vgl. Abb. 6.2)
und die Transitionen ¢, t, und t3 zu einer , konzentrierten“ Transition ¢, ,zusammengefaltet
werden (siehe Abb. 6.3). Um bei diesem Faltvorgang die wesentlichen Informationen iiber die
Struktur des urspriinglichen (nicht gefalteten) Petri-Netzes zu erhalten, werden die Token
aus den Platzen p;, p» und p3 und an den zugehorigen Pfeilen von p; nach ¢; (1 = 1,2,3)

nach dem Schema

p1 — ROT
p» — BLAU
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

gefarbt; man erhilt das MCPN aus Abb. 6.2.

Um dabei die Reihenfolge im Zyklus des urspriinglichen Petri-Netzes erkenntlich zu er-
halten, werden die Token an den Pfeilen (¢, p) mit der jeweiligen Farbe des Platzes aus dem
Nachbereich te gefarbt. Damit ldsst sich serielles Feuern im MCPN (Abb. 6.2) auch umkehr-
bar als serielles Feuern im Petri-Netz (Abb. 6.1) nachvollziechen. Beispielsweise wird beim
Feuern von ¢, im MCPN dem Platz p. ein blaues Token entzogen, dafiir ein griines Token
hinzugefiigt. Die neue Markierung des gefarbten Platzes p. (1 rotes und 2 griine Token)
entspricht im nicht gefiarbten Petri-Netz dem analogen Zustand, dass p; ein Token, ps kein
Token und p; zwei Token hat (vgl. Abb. 6.2).

t3

Abbildung 6.2: Zu einem MCPN gefaltetes PN

Im nédchsten Faltungsschritt werden nun auch die Transitionen zusammengefasst. Es entsteht
das gefaltete CPN mit Variablen in Abb. 6.3. Dabei ist zu beachten, dass die Pfeilgewichtun-
gen der ehemals einzelnen Transitionen verschieden voneinander sind, was dazu fithrt, dass
bei der Faltung der Transitionen zwangslaufig Variablen als Pfeilgewichtungen zu verwenden

sind.
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Pe ®©

Klasse:
FARBE ©

Abbildung 6.3: Gefaltetes CPN mit Variablen

Alle Variablen auf den mit einer Transition positiv oder negativ inzidenten Pfeilen bilden

die Variablenmenge Var(t) der Transition t. Im obigen Beispiel ist dies
V(M‘(tc) = {1’, y}‘

Nun werden diesen Variablen in passender Weise Ausprigungen aus der Farbenmenge zuge-
ordnet. Eine solche Zuordnung nennt man Modus (vgl. [Reil0]). Sie ordnet jeder Variablen
auf den Pfeilen einer Transition eine Auspragung zu. Wie man aber erkennt, dirften im obe-
ren Beispiel nur bestimmte Modi zugelassen werden, um die Aquivalenz zum urspriinglichen
Petri-Netz zu erhalten. Diese grundsétzlich moglichen Modi einer Transition werden in der

Modus-Menge m(t) zusammengefasst. Die Modus-Menge fiir das obige Beispiel ist:
m(t.) = {B1, B, B3} mit B; : {w,y} — {ROT,BLAU, GRUN} fiir i = 1,2, 3,

wobei konkret gilt:

31 (/E) = ROT7 ﬁl (y) BLAU7
B2(r) = BLAU, B(y) = GRUN,

Dabei erweist sich die folgende Schreibweise in Anlehnung an [Reil0, S. 28] fiir die einzelnen
Modi als praktikabel:

By : {v = BLAU,y = GRUN},
B3 : {r = GRUN,y = ROT}.

Soll nun die Transition ¢, gefeuert werden, miisste zuvor ein Modus f3; € m(t.) ausgewahlt

werden. Als Beispiel soll nun die Transition ¢, im Modus /3; gefeuert werden.
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

t
Pe ® c

Klasse:
FARBE ©

Abbildung 6.4: Zustand des CPN nach dem Feuern von Transition . im Modus (;

Es ist einfach nachzuvollzichen, dass diese konkrete Moduswahl dem Feuern der Transition

t; im urspriinglichen Petri-Netz entspricht (vgl. Abb. 6.1).

An dieser Stelle entsteht nun die Problematik, ob eine Transition iiberhaupt in einem be-
stimmten Modus feuerbar ist oder ob itberhaupt ein feuerbarer Modus! existiert. Wie man
im oberen Beispiel erkennt, ist es nicht moglich, in diesem Zustand die Transition ¢. ein

weiteres Mal im Modus (3, zu feuern.

Dieses grundlegende Konzept der CPN mit Variablen soll nun im ersten Abschnitt die-
ses Kapitels behandelt und formal definiert werden. Der zweite Abschnitt befasst sich mit
der Modus-Wahl und ihrer Problematik. Hierbei wird aus der sehr umfangreichen Thematik
nur ein begrenzter Teilbereich ndher behandelt und ein Ausblick auf weiterfithrende Frage-

stellungen gegeben (vgl. auch [KD13]).

6.1 CPN mit einfachen Variablen

Definition 6.1:
Ein gefdarbtes Petri-Netz mit Variablen ist ein Tupel N = (P, T, F, B, f,K,V,k),

wobei
o das Tupel (P, T, F, B) ein Netz gemé8 Def. 1.1 bildet;

o K ={Kj,...,K,} eine endliche, nichtleere Menge von sog. Klassen K; ist, wobei

die Klassen K ihrerseits endliche, nichtleere Mengen sind mit K; = {ai, ..., alel},

IDie Ausdrucksweise, dass ein Modus feuerbar ist, mag zunichst ungewéhnlich erscheinen, da ja eigent-
lich eine Transition in einem Modus feuert. Wenn man aber bedenkt, dass ein Modus einer Transition
im urspriinglichen PN einer bestimmten Transition entspricht, ist diese Ausdrucksweise durchaus eine
angebrachte Sprechweise.
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6.1 CPN mit einfachen Variablen

An dieser Stelle sei angemerkt, dass fir gefarbte Petri-Netze mit Variablen eine Klasse

nur aus einem Attribut besteht und daher hier einfachheitshalber die Begrifflichkeit der
Attribute weggelassen wird und Attribute direkt als Klasse beschrieben werden. Es wére
aber prinzipiell auch maoglich, die Definition mit Attributen zu beschreiben (vgl. Def. 4.4).

Beispiel:
In diesem Beispiel wird schrittweise ein gefarbtes Petri-Netz mit Variablen
(P,T,F, B, f,K,V,k) konstruiert:
1. Das Netz N = (P, T, F, B) mit:
P = {p1,p2,p3, 1,5}
T ={t1,t2}

F={(p1,t1), (pa, t1), (p3, t2) }
B = {(t1,ps), (t2, pa), (t2,p5)}
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

P P4

e
F&K@

Abbildung 6.5: Beispiel eines Netzes
2. Die Klassen aus K = {FARBE,ZAHL} mit:

FARBE = {ROT,BLAU, }
ZAHL = {1,2,3}

3. Die Variablen aus V = {n, x, vy, z}.

4. Die Klassifizierung der Platze und Variablen:

Platze
k(p1) = FARBE
k(p2) = FARBE
k(ps) = FARBE
k(ps) = ZAHL
k(ps) = FARBE
Variablen
k(n) = ZAHL
k(x) = FARBE
k(y) = FARBE
k(z) = FARBE
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6.1 CPN mit einfachen Variablen

b1 21
t ty @
FibEE N P
P2 Klasse: Ps
FARBE @
Klasse: Klasse:
FARBE FARBE
Abbildung 6.6: Beispiel eines Netzes mit Klassen
5. Die Gewichtung der Pfeile
f(pl tl) = {(I' 1)v (y7 1)}
f(pl tl) = {(I‘ 1)! (27 1)}
fltips) = {(2,2), (y, 1), (2, 1)}
f(pi tZ) = {(la B)a (ROT7 1)}
f(tlvp4) = {(TL, 3)}
[(t2,p5) = {(2,1)}
Pa
Ps Klasse:
Q0O ZAHL
- O
Klasse: Ps
FARBE Q
Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Abbildung 6.7: Beispiel eines mit Variablen gewichteten CPN
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

Definition 6.2:

Es sei ein gefirbtes Petri-Netz mit Variablen N = (P, T, F, B, f, K, V, k) gegeben. Eine
Abbildung z : P — M(K), die jedem Platz p € P eine der Klasse k(p) entsprechende

Multimenge als Gewicht zuweist, heilt Zustand oder Markierung von N, wobei z

eindeutig als Vektor z = (z1,...,2,) mit z; = z(p;) darstellbar ist, d.h. z(p;) ist eine
Multimenge A, in der Form M; = {(a,hi(a)) | a € K, hi(a) € No}, wobei fir die

Stitzmenge gilt: supp(M;) C k(p;)-

Beispiel:

Ein Beispiel einer Markierung des CPN mit Variablen von oben ist:

z(p1) = 21 = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)}
z(ps) = z5 = {(ROT, 2), (BLAU, 3), (GRUN, 1)}
z(p2) = 2 = {(GRUN, 1)}

z(py) =24 =0

z(ps) = 23 = {(BLAU, 1)}

oder als Vektor:

{(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)}

{(ROT, 2), (BLAU, 3), (GRUN, 1)}
{

z= (GRUN, 1)}
0
{(BLAU, 1)}
Pa
I 8 (o) %
®©
b2 © Klasse: D5
@ FARBE @
Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Abbildung 6.8: Beispiel einer Markierung eines CPN mit Variablen
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6.1 CPN mit einfachen Variablen

Man beachte, dass mit obiger Definition gewahrleistet ist, dass die Menge Var(t) nur Va-
riablen, jedoch keine Konstanten enthélt.

Beispiel:
Fiir das Beispiel aus Abb. 6.7 sind die Variablen der Transition ¢;

Vmﬂ(tl) = {x7 Y, z}
und von Transition ¢y

Var(ty) = {z,n}.

Beispiel:

Fiir das Beispiel aus Abb. 6.7 kénnen insgesamt die folgenden 81 Modi gebildet werden:

Mit (V) ist die Potenzmenge von V bezeichnet.
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6 Gefirbte Petri-Netze mit Variablen
Tabelle 6.1: Modus-Menge mit Méchtigkeit 81
8l = | v | = wllo] = | v = |=f6] = [ v | = |n
1 ROT ROT ROT 1 28 ROT ROT ROT 55 ROT ROT ROT
2 | ROT | ROT | BLAU 1 || 29 | ROT | ROT BLAU 56 | ROT | ROT | BLAU
3 ROT ROT GRUN 1 30 ROT ROT GRUN 57 ROT ROT GRUN
4 | ROT | BLAU | ROT 1 31| ROT | BLAU ROT |58 | RoT | BLAU | ROT
5 | ROT | BLAU | BLAU 1 [ 32 | ROT | BLAU BLAU | 59 | RoT | BLAU | BLAU
6 | ROT | BLAU | GRUN 1 || 33 | ROT | BLAU GRUN 60 | ROT | BLAU | GRUN
7 ROT GRUN ROT 1 34 ROT GRUN ROT 61 ROT GRUN ROT
8 ROT GRUN | BLAU 1 35 ROT GRUN  BLAU 62 ROT GRUN | BLAU
9 ROT GRUN | GRUN 1 36 ROT GRUN  GRUN 63 ROT GRUN | GRUN
1

—
&

BLAU ROT ROT 37 | BLAU ROT ROT 64 | BLAU ROT ROT

11 | BLAU ROT BLAU 38 | BLAU ROT BLAU 65 | BLAU ROT BLAU

12 | BLAU ROT GRUN
13 | BLAU | BLAU ROT
14 | BLAU | BLAU | BLAU

39 | BLAU ROT GRUN 66 | BLAU ROT GRUN
40 | BLAU | BLAU ROT 67 | BLAU | BLAU ROT

15 | BLAU | BLAU | GRUN BLAU | BLAU GRUN 69 | BLAU | BLAU | GRUN

16 | BLAU | GRUN ROT 43 | BLAU | GRUN ROT 70 | BLAU | GRUN ROT

17 | BLAU | GRUN | BLAU 44 | BLAU | GRUN BLAU 71 | BLAU | GRUN | BLAU

18 | BLAU | GRUN | GRUN 45 | BLAU | GRUN GRUN 72 | BLAU | GRUN | GRUN

R
'
%]

19 | GRUN ROT ROT 46 | GRUN ROT ROT 73 | GRUN ROT ROT

20 | GRUN ROT BLAU 47 | GRUN ROT BLAU 74 | GRUN ROT BLAU

21 | GRUN ROT GRUN 48 | GRUN ROT GRUN 75 | GRUN ROT GRUN

22 | GRUN | BLAU ROT
23 | GRUN | BLAU | BLAU
24 | GRUN | BLAU | GRUN

49 | GRUN | BLAU ROT 76 | GRUN | BLAU ROT
50 | GRUN | BLAU BLAU 77 | GRUN | BLAU | BLAU
GRUN | BLAU GRUN 78 | GRUN | BLAU | GRUN

25 | GRUN | GRUN ROT 52 | GRUN | GRUN ROT 79 | GRUN | GRUN ROT

26 | GRUN | GRUN | BLAU 53 | GRUN | GRUN BLAU 80 | GRUN | GRUN | BLAU

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
41 | BLAU | BLAU ' BLAU | 2 68 | BLAU | BLAU | BLAU
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

W[ [w|w W W w|w w|w|w| w|w ) w w w| w|w|w | w|w|w|w w w|w|w

e e N e
o
=

27 | GRUN | GRUN | GRUN 54 | GRUN | GRUN GRUN 81 | GRUN | GRUN | GRUN

Dabei sind natiirlich nicht unbedingt alle Modi feuerbar.

Definition 6.5:
Es sei ein gefarbtes Petri-Netz mit Variablen N = (P, T, F, B, f, K, V, k) gegeben, zudem

ein Modus f und eine Transition ¢ € 7. Dann bezeichnet man mit

fs(p,t) ={(a, h(a)) | (a,h(a)) € f(p,t) Na € k(p)} &
{(B(a), h(a)) | (a,h(a)) € f(p,t) Na € Var(t)}
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6.1 CPN mit einfachen Variablen

Beispiel:
Fiir das Beispiel aus Abb. 6.7 ist das Pfeilgewicht

f(t17p3) = {(xv 2)7 (y’ 1)’ (27 1)}

im Modus

B¢ : {x = ROT,y = BLAU, 2 = GRUN,n = 1}

gegeben als

fa6(t1,ps) = {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)}

Man beachte, dass man ein MCPN erhélt, wenn fiir jede Transition genau ein Modus gewéhlt
wird und dadurch alle zugehdorigen Pfeile in diesen Modi sind. Wenn nur fiir eine Transition
ein Modus gewdhlt wird, ergibt sich auf kanonische Weise ein durch § und ¢ induziertes
MCPN, kurz (53,t)-MCPN.

Beispiel:
Fiir das Beispiel aus Abb. 6.7 sei der Modus

B6 : {x = ROT,y = BLAU, 2 = GRUN,n = 1}

fir Transition ¢; gewéhlt, daher erhilt man das folgende (fs,t1)-MCPN:
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

P3

Klasse:
FARBE

Klasse:
FARBE

Abbildung 6.9: Durch Modus-Wahl entstandenes (86,t1)-MCPN aus CPN mit Variablen in Abb. 6.8

Nun soll den Transitionen eines CPN mit Variablen eine Menge von Modi mitgegeben wer-
den, um nur bestimmte Zuordnungen zu erlauben, dhnlich wie in dem einleitenden Beispiel
dieses Kapitels. Dafiir sei hier nun ein CPN mit Variablen mit einer solchen Modus-Menge
definiert.

Man beachte, dass eine Modus-Menge B nicht unbedingt die Menge aller méglichen Modi

darstellt, die iiber die Variablen V gebildet werden kann, sondern durchaus eine Teilmenge

sein darf.
Allerdings wird in der Regel eine solche (Gesamt-)Modus-Menge bei einem CPN nicht ex-

plizit angegeben, weil es sich dabei um die komplette Enumeration aller Kombinationen
handelt. Dies sind im obigen Beispiel 81 Modi. Es ist daher einfacher, diese nicht explizit zu
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6.1 CPN mit einfachen Variablen

benennen, zumal es - aufler bei ,kleinen“ Modus-Mengen - einfachere Methoden gibt, eine

solche Beschrankung zu beschreiben (vgl. [JK09]).

Beispiel:
Fiir das Beispiel aus Abb. 6.7 kénnte folgende Modus-Menge gegeben sein:

617 ,827 637 53107 /jlla ﬁl?v /3197 6207 [7)21-,
B= [j?)h [j327 6337 /5407 [5417 5427 5497 ﬁSOv /5517
/3617 ﬁ627 [j63: 6707 /6717 ﬂ727 B?D; 6807 [j)Sl

Daraus ist es moglich, folgende Modus-Mengen fiur die Transitionen ¢; und ¢; zu bilden:
m(t1) = {Pra; Ba0, B33, Bao, oz, B} baw. m(tz) = {1, Bar, Ps1 }-

Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass man mit der Modus-Menge m(t) einer Transition
t bestimmte Bedingungen oder Abhéngigkeiten modellieren kann. Zum Beispiel ist mit der
Modus-Menge m(t;) die Bedingung erzeugt worden, dass alle Variablen unterschiedliche

Werte annehmen miissen, demzufolge gilt:

Zudem wird mit der Modus-Menge m(t2) eine bestimmte Abhéngigkeit der Variable n von

Variable x erzeugt:

z=ROT — n=1
r=BLAU — n=2
z=GRUN — n=3

Als néchstes soll nun auf das Feuern eines CPN mit Variablen eingegangen werden. Hierbei
ist zu beachten, dass an dieser Stelle immer davon ausgegangen wird, dass ein Benutzer
einen Modus fiir jede Transition auswéhlt und nicht durch eine Strategie eine automatische

Auswahl getroffen wird wie in Abschnitt 6.2.

Definition 6.7:
Das Tupel N = (P, T,F, B, f, K,V,k,B,m) sei ein gefirbtes Petri-Netz mit Variablen
und Modus-Menge und z eine Markierung von N.

a) Eine Transition ¢t € T von N heiBt aktiviert im Modus 8 und Zustand z, wenn
B € m(t) ist und fiir alle p € ot gilt: fz(p,t) C z(p).
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

Es sei angemerkt, dass man allgemein eine Transition, die aktiviert im Modus § ist, auch

als seriell feuerbar im Modus 3 bezeichnet oder eine aktivierbare als seriell feuerbar
bezeichnet. Des Weiteren ist der Begriff | aktivierbar® eingefiihrt worden, damit auch Aus-
sagen dartiber moglich sind, ob eine Transition tiberhaupt aktiviert sein kann, ohne einen

Modus spezifizieren zu miissen.

Beispiel:
Uberpriift man die Transitionen des CPN mit Variablen aus Abb. 6.8 mit der Modus-Menge

617 ﬂZy ;837 6107 ,8117 ﬁ127 ﬂlgy 620: 5217
B= ,6317 ﬁ325 ﬂ337 B407 6417 13427 /8497 ﬁSO, ﬂ517
6617 ,662: ﬁﬁSa ﬁ707 ﬂ717 6727 1379: /8807 ﬁSl

und den Modus-Mengen der Transitionen:

m(tl) = B,
m(t2) = {1817 ﬁlO: /3197 ﬁ317 ﬂ407 6497 ﬁﬁl: /3707 /879}7
dann ist:

a) t; aktivierbar und somit seriell feuerbar, weil ein Modus § existiert, so dass fiir alle
p € oty gilt:
fs(p.t2) € z(p).

Beispielsweise gilt fiir den Modus

B33 : {x = ROT,y = BLAU, 2 = GRUN,n = 2}
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6.1 CPN mit einfachen Variablen

die Bedingung:

oo (pr,t1) = {(ROT, 1), (BLAU, 1)} C 2(p1),
Jous(p2,11) = {(ROT, 1), (GRUN, 1)} C z(p).

Trotzdem koénnen immer auch Modi existieren, in denen ¢; nicht feuerbar ist, z.B. im
Modus
Bs1 : {x = GRUN, y = GRUN, 2 = GRUN, n = 3},

denn es gilt:
fﬁsn (p27 tl) = {(GRUN7 2)} Z Z(pQ)'
b) t nicht aktivierbar, weil kein Modus 8 € m(t,) existiert, bei dem fir alle p € ot, gilt:

Ts(p,t2) C z(p).

Klasse:
FARBE

Klasse:
FARBE

Abbildung 6.10: Feuerbarkeit des CPN mit Variablen
Wird nun ¢; im Modus fi33 gefeuert, wird aus Zustand
{(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)}
{(ROT,2), (BLAU, 3), (GRUN, 1)}
{(GRUN, 1)}

0
{(BLAU,1)}
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

in den Zustand

{(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 2)} \ {(ROT, 1), (BLAU, 1)}

{(ROT,2), (BLAU, 3), (GRUN, 1)} \ {(ROT, 1), (GRUN, 1)}
z = {(GRUN, 1)} & {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)}
0
{(BLAU, 1)}
{(ROT,?2), (BLAU, 1), (GRUN, 2)}
{(ROT, 1), (BLAU, 3)}
= [ {(ROT,?2), (BLAU, 1), (GRUN, 2)}
0
{(BLAU, 1)}
iibergegangen.
Pa
Ps Klasse:
(010
@® @ ZAHL
Klasse: ps
FARBE @
Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Abbildung 6.11: Zustandsiibergang beim Feuern der Transition ¢; im Modus 33

In diesem Zustand wére ¢, immer noch aktivierbar, aber ¢, wére dies noch nicht.

Feuert man nun ¢, erneut, diesmal aber im Modus
B i {x = BLAU,y = GRUN, 2 = BLAU, n = 3},

dann erhélt man den Zustand
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6.1 CPN mit einfachen Variablen

{(ROT, 2), (GRUN, 1)}
{(ROT, 1), (BLAU, 1)}
7' = | {(ROT,2), (BLAU, 4), (GRUN, 3)}
0
{(BLAU,1)}

Nun wére sowohl ¢; als auch ¢, aktivierbar.

Pa

()

Klasse:

ZAHL

Ps

ps

()

Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Klasse:
FARBE

Abbildung 6.12: Feuern der Transition ¢; im Modus £87; und Zustand z’

Die Zustandsiibergénge lassen sich wie folgt beschreiben (vgl. Abschn. 1.2.1):
Die Symbolik z((t, 5))z' bedeutet, dass die Transition ¢ eines im Zustand z vorliegenden
CPN im Modus f aktiviert ist und nach dem Feuern der Transition ¢ in den Zustand z’

iibergeht. Man sagt auch kurz: ¢ feuert im Modus 8 von z nach z'.

Mittels dieser Schreibweise lassen sich nun auch allgemeinere Zustandsiibergangsketten be-

schreiben, die man auch als (serielle) Rechnungen bezeichnet (vgl. Abschn. 1.2.1):

Z1<(tj17611)>22<(tj27 ﬂzz)>zg s ZT((tjrv /BZT»ZTJA?

wobei ji € {1,...,m} und z € m(t;,) fir k = 1,..., 7 gilt. Man beachte, dass sichergestellt
ist, dass jede Transition ¢;, auch (2", B, )-feuerbar ist, und eine Transition mehrfach in einer
Rechnung vorkommen kann. Man mache sich ebenfalls klar, dass jede in einer Rechnung

vorkommende Transition erst dann aktiviert sein muss, wenn ihr Feuern ansteht.
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

Beispiel:
Die Rechnung zum obigen Beispiel ist:

z((t1, B33))2'((t1, Bn))2".

Neben dem seriellen Feuern, bei dem selbst bei seriellen Rechnungen immer nur genau eine
aktivierte Transition bzgl. eines Zustandes z fiir einen Zustandsiibergang herangezogen wird,
soll nun auch gleichzeitiges (nebenldufiges) Feuern von mehreren Transitionen formalisiert

werden. Hierzu muss der Begriff der Feuerbarkeit verallgemeinert werden.

1Um eine Doppelindizierung zu vermeiden, wird 0.B.d.A. angenommen, dass es sich um die 7 ersten Tran-
sitionen aus 7" handelt.
2GemiB Def. 6.7.
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6.1 CPN mit einfachen Variablen

Beispiel:
Betrachtet man das obige Beispiel eines CPN mit Variablen im Zustand z”, ist es offensicht-

lich, dass die Transitionen ¢; und t, aktivierbar sind:

P3
0]0)
(0]6)
Klasse:
FARBE @
Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Abbildung 6.13: CPN mit Variablen im Zustand z”

Nun sollen #; und ¢, nebenldufig gefeuert werden. Dazu wird fir ¢; der Modus
Be2 : {x = ROT,y = GRUN, » = BLAU,n = 3}

und fir ¢, der Modus
B2s : {x = GRUN, y = GRUN, 2 = ROT, n = 1}

gewéahlt. Es ist offensichtlich, dass dadurch die Bedingung des nebenldufigen Feuerns erfiillt

ist; es wird aus dem Zustand

{(ROT,2), (GRUN, 1)}
{(ROT, 1), (BLAU, 1)}
7' = | {(ROT,2), (BLAU, 4), (GRUN, 3)}
0
{(BLAU,1)}
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

in den Zustand

{(ROT,2), (GRUN, 1)} \ {(ROT, 1), (GRUN, 1)}
{(ROT. 1), (BLAU, )} \ {(ROT, 1), (BLAU, 1)}

ua

7" = | ({(ROT,2), (BLAU, 4), (GRUN, 3)} \ {(ROT, 1), (GRUN, 3)}) & {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)}
Pu{(1,3)}
{(BLAU, 1)} & {(GRUN, 1)}
{(ROT, 1)}
0
= [ {(ROT, 3), (BLAU,5), (GRUN, 1)}
{(1,3)}
{(BLAU, 1), (GRUN7 1)}
iibergegangen.
Pa
®
®®
Ps Kl
0O ZAHL
(0]6)
Ps
Klasse:
FARBE @
Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Abbildung 6.14: CPN mit Variablen im Zustand z"”

Die Symbolik z((t1, 5;), (t2, 8,))2’ bedeutet, dass ein nebenlaufiges Feuern der Transitionen

t1 und to eines im Zustand z vorliegenden CPN moglich ist und dabei in den Zustand z’

ibergeht. Die allgemeine Darstellung fiir einen Zustandsiibergang durch nebenléufiges Feu-

ern von k Transitionen ist z((t;,, Bz, ), (45, Bas), - - - 5 (i, Bey) )2 - Mittels dieser Schreibweise

lassen sich nun auch allgemeinere Zustandsiibergangsketten beschreiben, die man auch als

Rechnungen (vgl. Abschn. 1.2.2) bezeichnet:

Z1<(tj17/611)7 (t127622)7 LR (tjr7 61r)>z2<(tk17 Byl)l (tkw Byz)x LR (tk'sv Bys)>z3 cee
cee Zq((tll7521)7 (tlzv /822)7 ey (tlv7ﬂzv)>zq+1<
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6.2 Problematik der Modus-Wahl

Da nun die Grundlagen der CPN mit Variablen gelegt sind, soll im néchsten Abschnitt auf

mogliche Erweiterungen und Probleme dieser CPN mit Variablen eingegangen werden.

Fiir eine weiterfithrende Behandlung der CPN mit Variablen sei auf [JK09] und Kapitel 9

verwiesen.

6.2 Problematik der Modus-Wahl

Wie schon unter 6.1 beschrieben, ist eine héufig anzutreffende Modus-Menge die Menge
aller moglichen Modi, die iiber die Variablen aus V gebildet werden kann. Solange man
einen ,Benutzer® wie in 6.1 hat, der (ggf. interaktiv) einen Modus wiéhlt, in welchem ge-
feuert werden soll, besteht kein explizites Auswahlproblem. Andererseits konnte aber der
Untersuchungsgegenstand eines Problems darin bestehen, dass die Modus-Wahl automa-
tisch vollzogen wird bzw. werden soll. Dabei gibt es unterschiedlichste Strategien, ahnlich
wie bei den Konfliktlosungen. Diese Strategien lassen sich in zwei Kategorien unterteilen,
und zwar in Strategien, bei denen die Héufigkeit der einzelnen Tokens berticksichtigt wird,

und in solche, bei denen dies nicht geschieht.

Klasse:
FARBE

Abbildung 6.15: Problematik der Modus-Wahl

Im obigen Beispiel wiirden die Strategien mit Beriicksichtigung der Haufigkeit darauf einge-
hen, dass die Anzahl der mit ROT gefarbten Tokens 9 und die der mit BLAU geférbten nur 1
ist, und dementsprechend der Variablen z in 90% der Falle ROT zuweisen und in 10% BLAU.

Bevor allerdings eine Modus-Wahl stattfinden kann, muss zuerst einmal gepriift werden,
ob eine Transition iiberhaupt aktivierbar und daher feuerbar ist. Dies kann im schlimms-
ten Fall eine vollstdndige Suche zur Folge haben. Dazu wird das Beispiel mit der Klasse
ZAHL := {1,...,100} und der Modus-Menge m(t;) aller moglichen Kombinationen be-
trachtet.
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

Klasse: Klasse: Klasse:

ZAHL ZAHL ZAHL

Abbildung 6.16: Problematik der vollstindigen Suche bei der Modus-Wahl
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6.2 Problematik der Modus-Wahl

Bei diesem Beispiel miissten 100 = 100.000.000.000.000.000.000 (100 Trillionen) Kombina-
tionen gepriift werden. Nattirlich gibt es eine Menge von Vereinfachungs-/Reduktionsstrategien
wie zum Beispiel die Pattern-Matching-Methode nach [JK09], die man anwenden konn-
te, aber selbst bei einer Reduktion um 99% sind immer noch 1 Trillion und daher zu viele

Optionen iibrig.

Da die Ermittlung der Menge aller feuerbaren Modi einer Transition bereits in Methoden
wie das Pattern-Matching integriert ist, wird die Untersuchung, ob ein Modus feuerbar ist,

als gegeben angesehen.

Nun sollen exemplarisch ein paar Wahl-Strategien vorgestellt werden, wobei zu beachten
ist, dass dies nur eine Auswahl méglicher Strategien ist und es noch viele andere Moglich-
keiten gibt.

6.2.1 Wabhlstrategien ohne Beriicksichtigung der Haufigkeit

Fiir diese Strategien werden hier zwei Kategorien vorgestellt, einerseits eine Modi- Wahr-
scheinlichkeitswahl und andererseits eine Wahl nach Token-Nutzen. Dazu betrachten wir

das folgende Beispiel:

t
D3
(6]6)
0]0)
Klasse:
FARBE

Klasse:
FARBE

Abbildung 6.17: Wahlstrategien ohne Berticksichtigung der Haufigkeit

Zur Bildung der Modus-Menge m(t) wird die vollstandige Enumeration zugelassen, womit

man folgende Modi erhélt:
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

Tabelle 6.2: Modus-Menge mit Méchtigkeit 27

ol =] v [ = 06 =1 v [ - 6] = 1 v ] -

1 | ROT ROT ROT 10 BLAU ROT ROT 19 | GRUN ROT ROT
2 | ROT ROT BLAU 11 BLAU ROT BLAU 20 | GRUN ROT BLAU
3 | ROT ROT GRUN || 12 BLAU ROT GRUN || 21 | GRUN ROT GRUN
4 | ROT | BLAU ROT | 13 ' BLAU | BLAU ROT I 22 | GRUN | BLAU ROT
5 | ROT | BLAU | BLAU | 14 ' BLAU | BLAU | BLAU | 23 | GRUN | BLAU | BLAU
6 | ROT | BLAU | GRUN 15 BLAU | BLAU | GRUN || 24 | GRUN | BLAU | GRUN
7 | ROT | GRUN ROT 16 BLAU | GRUN ROT 25 | GRUN | GRUN ROT
8 | ROT | GRUN | BLAU 17 BLAU | GRUN | BLAU 26 | GRUN | GRUN | BLAU
9 | ROT | GRUN | GRUN || 18 BLAU | GRUN | GRUN || 27 | GRUN | GRUN | GRUN

Modi-Wahrscheinlichkeitswahl (vgl. Wahrscheinlichkeiten bei Konflikten):

Hier wird jedem Modus eine von einem Benutzer (oder vom Problem an sich) vorgegebene

Wabhrscheinlichkeit zugewiesen, dass dieser Modus gewéhlt wird; hier der Einfachheit halber
jedem Modus dieselbe Wahrscheinlichkeit:

1
Wahrscheinlichkeit(5;) := 7 firi=1,...,27.

Allerdings sind je nach Zustand nicht alle Modi feuerbar, z.B. sind hier nur die folgenden
16 Modi feuerbar:

B2, B3, Bs, Bs, Be B, 1o, Pz, Brs, Bis; Bis, Bis, P19, 2o, Bz, B23-

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeiten aktualisiert werden miissten: Wkeit grzuen (5;) :=
% fiur i € {2,3,5,6,8,9,10,12,13, 15, 16, 18, 19, 20, 22, 23} bzw. 0 sonst. Nach diesen aktua-
lisierten Wahrscheinlichkeiten kénnte nun per Monte-Carlo-Methode ein Modus ausgewahlt

werden, der gefeuert wird.

Token-Nutzen:
Jeder Ausprigung der Klasse FARBE wird ein bestimmter Ertrag (Output) bzw. Aufwand
(Input) zugewiesen und somit jedem entsprechend geférbten Token. Auf kanonische Weise

wird dies auf die Pfeilgewichte fz(p,t) und fs(t,p) tibertragen; z.B. mit

Aufwand(fs(p,t)) := 1 - h(ROT) + 3 - h(BLAU) + 5 - h(GRUN)
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6.2 Problematik der Modus-Wahl
und
Ertrag(fs(t,p)) :=1- h(ROT) + 3 - h(BLAU) + 5 - ,(GRUN).

In diesem Beispiel sind Ertrag und Aufwand gleich, konnten aber theoretisch auch unter-

schiedlich sein:

Aufwand((ROT, 1)) = Ertrag((ROT, 1)) =1
Aufwand((BLAU, 1)) = Ertrag((BLAU, 1)) =3
Aufwand((GRUN, 1)) = Ertrag((GRUN, 1)) =5

Nun stellt man fir jeden Modus bzgl. der Transition ¢ seinen Nutzen fest, und zwar mit:

Nutzen(f;) := Gesamtertrag(;) — Gesamtaufwand(3;)

wobei
Gesamtertrag(/3;) := > Ertrag(fs (t,p))
pEle
und
Gesamtaufwand(53;) := > Aufwand(fs,(p,t))
pEet
ist.
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

Tabelle 6.3: Token-Nutzen-Zusammenstellung fiir alle Modi

i Gesamtertrag(3;) | Gesamtaufwand(B;) | Nutzen(B;) | feuerbar
1 4 4 0 Nein
2 8 6 2 Ja
3 12 8 4 Ja
4 6 6 0 Nein
5 10 8 2 Ja
6 14 10 4 Ja
7 8 8 0 Nein
8 12 10 2 Ja
9 16 12 4 Ja
10 6 8 2 Ja
11 10 10 0 Nein
12 14 12 2 Ja
13 8 10 2 Ja
14 12 12 0 Nein
15 16 14 2 Ja
16 10 12 -2 Ja
17 14 14 0 Nein
18 18 16 2 Ja
19 8 12 —4 Ja
20 12 14 -2 Ja
21 16 16 0 Nein
22 10 14 —4 Ja
23 14 16 -2 Ja
24 18 18 0 Nein
25 12 16 —4 Nein
26 16 18 -2 Nein
27 20 20 0 Nein

AnschlieBend wird aus den Modi, bei denen die Transition feuerbar ist, der mit dem grofiten
Nutzen ausgewéhlt. Im Beispiel haben die Modi f33, B und 9 den grofiten Nutzen; daher

wird hier zuféllig oder willkiirlich bestimmt, welcher von den drei Modi gewéhlt wird.

Grundsétzlich ist im Vorfeld zu iiberlegen, ob man einmal fiir alle Modi den Nutzen am
Anfang berechnet und speichert oder jedes Mal fir die feuerbaren Modi den Nutzen neu
berechnet.! Die Entscheidung sollte davon abhéngig gemacht werden, ob man eine grofe

Menge feuerbarer Modi erwartet oder nicht.

1Selbstverstindlich sind zusitzlich zu diesen beiden , Extremstrategien® effizientere Vorgehensweisen denk-
bar
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6.2 Problematik der Modus-Wahl

Anstelle des Wahlkriteriums ,, grofiter Nutzen* konnte man auch nach dem grofiten Gesamt-

ertrag oder dem kleinsten Gesamtaufwand eine Modus-Wahl treffen.

6.2.2 Wabhlstrategien mit Beriicksichtigung der Haufigkeit

Bei diesen Strategien! wird im Speziellen darauf eingegangen, dass unterschiedliche Token
in Abhéngigkeit von den Zustdnden des Netzes unterschiedlich oft in den einzelnen Plét-
zen des Vorbereiches einer Transition vorkommen. Um dieser Dynamik bei der Modi-Wahl
Rechnung zu tragen, wére es eine sinnvolle Strategie, Token, die haufiger in einem Platz
vorkommen, mit einer grofferen Wahrscheinlichkeit einer Variablen zu versehen als solche,
die weniger haufig vorkommen. Eine derartige den Zustédnden angepasste Strategie eignet
sich sehr gut zur Modellierung von Verhaltensmustern in einer Vielzahl von realen Problem-

stellungen.

Eine solche Strategie anzuwenden ist zwar bei nur einem Platz und nur einer Variablen
wie in Abb. 6.15 noch recht klar und eindeutig, aber bei mehreren Platzen und Variablen

ist dies schon schwieriger, wie im folgenden Beispiel verdeutlicht wird.

!Diese Strategien sind in Anlehnung an das CPN-Simulationstool "CPN Tools" entstanden (http://
cpntools.org/).
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

Klasse:
FARBE

Abbildung 6.18: Probleme bei der Modi-Wahl unter Berticksichtigung der Haufigkeit
Betrachtet man die Variable x und die Platze p; und py, dann ist die Haufigkeitsverteilung
der Tokens mit der Farbe ROT oder BLAU sehr unterschiedlich. Daher stellt sich die Frage:
Wie sollte hier nach den Haufigkeiten vorgegangen werden? Es werden hier die folgenden

drei Moglichkeiten vorgeschlagen:

1. Moglichkeit

Die Summen der einzelnen Tokens werden tiber alle Pliatze, auf deren Pfeile die Variable x
steht, gebildet und diese Summenhéufigkeit wird dazu verwendet, dass hier die Wahrschein-
lichkeit fiir 2 = ROT bei 50%, fiir # = BLAU bei 50% und fiir 2 = GRUN bei 0% liegt.

2. Moglichkeit

Fiir jede Variable wird ein ,Reprasentanzplatz“ festgelegt, auf dessen Grundlage die Zuord-
nungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Variablen bestimmt werden, allerdings unter der
Voraussetzung, dass die jeweilige Variable auch auf dem Pfeil des Reprasentanzplatzes als

Gewicht steht. Hétte z.B. die Variable  den Platz p, als Reprasentanzplatz, dann wiirde hier
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6.2 Problematik der Modus-Wahl

die Wahrscheinlichkeit fiir = ROT bei 10%, fiir + = BLAU bei 90% und fiir z = GRUN
bei 0% liegen.

3. Moglichkeit
Bei jedem Feuern wird zufillig ein Platz bestimmt, dessen Haufigkeit zur Wahrscheinlich-
keitsbestimmung herangezogen wird, wiederum unter der Voraussetzung, dass die Variable

auch auf dem Pfeil des Platzes als Gewicht steht.

Dieses gewahlte Verfahren miisste nun fiir jede Variable durchgefithrt werden, und man wiir-
de so fiir jede Zuordnung eine Wahrscheinlichkeit dafiir erhalten, dass diese gewéhlt wird.
Aus diesen Wahrscheinlichkeiten kénnte man eine Gesamtwahrscheinlichkeit der Zuordnung
berechnen. Hier konnte nun das Verfahren der Modi-Wahrscheinlichkeitswahl angewendet

werden.

Eine erste praktikable Vereinfachung des Problems ist es, wenn nicht tiber alle Tokenfarben
geprift wiirde, sondern nur iiber die Tokenfarben, deren Haufigkeit in jedem der Plitze

grofer 0 ist.

Beispiel:

Fiir das CPN aus Abb. 6.18 soll eine automatisierte Modus-Wahl in Abhéngigkeit der To-
kenhéufigkeit stattfinden. Dazu wird fir die Variable x der Repréisentanzplatz py gewéhlt
und fiir Variable y der Représentanzplatz ps, so dass die Zuordnungs-W “keiten geben sind

mit:

Zuordnungs-W'keit(z = BLAU) := 0,9

Zuordnungs-Wkeit(z = ROT) := 0,1

Zuordnungs-W'keit(y = BLAU) := 0,75
(y =ROT

ROT) := 0,25.

Zuordnungs-Wkeit (1
Mit diesen Zuordnungs-W “keiten lassen sich fir die folgenden Modi

f1:{xr=ROT,y = ROT},

B : {x = ROT,y = BLAU},
Bs : {x = BLAU,y = ROT},
81 : {w = BLAU, y = BLAU}
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6 Gefarbte Petri-Netze mit Variablen

die Modi-W “keiten

Wkeit () := 0,1 - 0,25 = 0,025
Wkeit(B3,) := 0,1 - 0,75 = 0,075
Wkeit(B3) := 0,9 - 0,25 = 0,225
Wkeit () := 0,9 - 0,75 = 0,675

bestimmen.

Allerdings wére der Modus (4 nicht feuerbar, so dass aktualisierte Wahrscheinlichkeiten

berechnet werden miissten:

. 0,025 1
Wkeitapuen (1) = 032 13

. 0,075 3
W7keltaktuell(ﬁ2) = 0.325 = ﬁ

. 0,225 9
Wkeitakpuen(03) := 0325 13"

Nach diesen aktualisierten Wahrscheinlichkeiten kénnte nun eine Monte-Carlo-Methode ver-

wendet werden, um einen Modus auszuwahlen.
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7 Konfliktlosung bei CPN mit Variablen

In diesem Kapitel soll die Konfliktlosung des nebenldufigen Feuerprozesses bei CPN mit
konstanten Pfeilgewichtungen aus Kapitel 5 und die CPN mit variabler Pfeilgewichtung aus
Kapitel 6 zusammengefithrt werden, um so eine Konfliktlosung fir CPN mit variablen Pfeil-
gewichten zu erhalten. Diese zu Beginn recht schwierig erscheinende Aufgabenstellung ist
jedoch einfach nachzuvollziehen, wenn man bedenkt, in welchem Schritt iiberhaupt erst ein

Konflikt auftritt. Dazu betrachte man das folgende CPN-Beispiel mit den Modus-Mengen:

m(t1) = m(ta) = {51, P2, B3},
wobei

B, : {x = ROT,y = ROT},
By : {x = BLAU, y = BLAU},
B3 : {z = GRUN,y = GRUN}.

t] t2

Abbildung 7.1: Konflikt bei gefdrbten Petri-Netzen mit variabler Pfeilbewertung

In diesem CPN ist zu erkennen, dass beide Transitionen ¢; und ¢, aktivierbar sind. Sollen
allerdings beide Transitionen nebenldufig gefeuert werden, kann es passieren, dass ein Kon-
flikt auftritt, falls beiden Variablen dieselbe Farbe zugeordnet wird. Da vor der Modi-Wahl

noch nicht feststeht, ob ein Konflikt in p; vorliegt, mussen erst die Modi gewdhlt werden, in
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7 Konfliktlésung bei CPN mit Variablen

denen die jeweiligen Transitionen gefeuert werden sollen.

Grundsétzlich gilt der folgende Sachverhalt: Wenn die Modi fiir alle zu feuernden Transitio-
nen bestimmt sind, erhdlt man ein induziertes MCPN;, in dem iiberhaupt erst eine Aussage
dariiber gemacht werden kann, ob ein Konflikt vorliegt. Falls anschlieend ein Konflikt vor-
liegt, konnten grundsétzlich alle Losungsstrategien aus Kapitel 5 angewendet werden. Daher

sind keine neuen oder modifizierten Konfliktlosungsmethoden notwendig.

Dazu sei eine Verallgemeinerung des nebenlaufigen Feuerprozesses bei MCPN auf CPN mit

Variablen beschrieben.

Szenarium 4 (vgl. Szenarium 3 in Kap. 3):

Der allgemeine Feuerprozess bei CPN mit Variablen verfihrt nach den folgenden

Schritten:

1. Ermittlung der Menge T A aller gemé$ Def. 6.7 (b) aktiven Transitionen:

TA:={teT|Vpeceot: fo(pt)Czlp) mit § € mt)}

2. Bestimmung einer Menge TW von Transitionen aus T'A

3. Bestimmung eines Modus fiir jede Transition aus T'W

(via Verfahren aus Kap. 6.2 oder durch Wahl eines Benutzers)

4. Ermittlung aller lokalen Freigabemengen T'E,,,(p) aus TW
(via Algorithmus aus Kap. 5)

5. Ermittlung der globalen Freigabemenge TE (geméf Def. 5.10 )
6. Bestimmung einer Menge T'F von Transitionen aus TE
7. Nebenlaufiges Feuern der Menge T'F’

Beispiel:
Gegeben sei das folgende CPN mit Variablen, wobei fiir den Platz ps die Konfliktlosung nach
Prioritdten gilt. Bei den Auswahlprozessen fiir TW oder T'F wird im Beispiel von einem

Benutzer ausgegangen, der interaktiv die Transitionen wéahlt.
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Abbildung 7.2: CPN mit Variablen und Prioritaten

Die Transitionen ¢; und ¢, haben jeweils die Modus-Menge:

m(t;) =B = {B1, Ba, Bs, Ba, Bs, Be: By By Bo}, 1 =1,2;

mit

b1 : {z =ROT,y = ROT},

B : {x = ROT,y = BLAU},
B3 :{zx = ROT,y = GRUN},
B4 : {x = BLAU,y = ROT},
Bs : {x = BLAU,y = BLAU},
Bs : {x = BLAU, y = GRUN},
Br : {x = GRUN,y = ROT},
Bs : {x = GRUN,y = BLAU},
Bo : {x = GRUN,y = GRUN}.

Schritt 1: Bestimmung von T'A

Beide Transitionen sind aktivierbar, da ¢; in den Modi [, 33 und Transition ¢, in den
Modi s, 33, B4, Bs, 87, Bs feuerbar sind. Daher ist die Menge der aktivierbaren Transitionen
TA := {t1,t2} und in Abb. 7.3 blau markiert. Diese Menge soll nun nebenlaufig gefeuert
werden.
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7 Konfliktlésung bei CPN mit Variablen

Legende
Prioritét

t t
! P2 2 Ps

100 0.0 © 2 010} .0

Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Abbildung 7.3: Aktivierbare Transitionen eines CPN mit Variablen

Schritt 2: Bestimmung von TW
Der Benutzer wahlt TW = T A.

Schritt 3: Wahl der Modi

An dieser Stelle konnte nun fiir jede Transition jeweils ein Modus gewéhlt werden, und zwar

nach einer Methode aus Abschnitt 6.2, z.B. durch die Modi-Wahrscheinlichkeitswahl mit

den Wahrscheinlichkeiten:
o 1. .
Wkeit(5;) := g firi=1,...,9.

Allerdings sind nicht alle Modi feuerbar, z.B. sind hier fiir ¢; nur die folgenden 2 Modi

feuerbar:

B2, B3,

und fiir ¢5 die folgenden 6 Modi:

B2, B3 Ba, B, Br B

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeiten aktualisiert werden missten, und zwar fiir ;:

1
Wkeitaguen (i) = 3 fir i € {2,3} bzw. 0 sonst,
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und fir ts:
Wkeitaguen (i) = é fir i € {2,3,4,6,7,8} bzw. 0 sonst,
Fiir diese aktualisierten Wahrscheinlichkeiten sei fur Transition ¢; der Modus
B3 : {x = ROT,y = GRUN}
und fir Transition ¢, der Modus
Bs : {x = GRUN, y = BLAU}

gewahlt worden. Da nun jeder Transition ein Modus zugeordnet wurde, erhdlt man das
MCPN aus Abb. 7.4.

Legende

Prioritét

Abbildung 7.4: Durch Modus-Wahl entstandenes MCPN aus CPN mit Variablen in Abb. 7.3.

Schritt 4: Bestimmung von allen TE,,:(p)

Da nur p, mehr als eine Transition im Nachbereich hat, muss auch nur die eine lokale Frei-
gabemenge TE,,;(p2) bestimmt werden. Dafiir wird das lokale Prioritatenverfahren (siehe
Algorithmus 5.6) verwendet:

Setzung: T Eoy(p2) := 0.

Priifungen:

tl wg. Q(p27t1) =1:
{(ROT, 1), (BLAU, 3), (GRUN, 1)} = z(p,)

= TEouL(p2) = TEouL(pZ) U {tl} = {tl}
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7 Konfliktlésung bei CPN mit Variablen

tz wg. Q(pg,tg) =2
f(p2,t1) @ f(p2,t2) = {(ROT, 1), (GRUN, 2)} £
{(ROT, 1), (BLAU, 3), (GRUN, 1)} = 2(ps)

= to kann nicht (zusétzlich) freigegeben werden.

Ergebnis: TE,.:(p2) = {t1}, d.h. es wird die Transition ¢; von Platz p, freigegeben.

Schritt 5: Bestimmung von TF

Da hier nur ps einen Konflikt hat, weil die anderen Platze lediglich eine Transition im Nach-

bereich besitzen, ist hier

TE :=TEuu(p2) = {t:1}.

Schritt 6: Bestimmung von T'F
Der Benutzer wahlt TF = TFE.

Schritt 7: Nebenlaufiges Feuern der Transitionen-Menge T'F

Als letzter Schritt wird nun die Transition ¢; gefeuert und man erhalt das CPN aus Abb. 7.5.

Legende
Prioritét

t t.
p1 . P2 2 Ps
e®) 0O 100 (@g )} © 2 00 ( o®
(S} @/ @
Klasse: Klasse: Klasse:
FARBE FARBE FARBE

Abbildung 7.5: CPN mit Variablen nach dem Feuern der Transition ¢; im Modus (3

Es hétten natiirlich auch andere Modi fiir die Transitionen gewéhlt werden konnen, z.B. fir

Transition ¢; der Modus

B : {x = ROT,y = BLAU}
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und fir Transition ¢, der Modus
B4 : {x = BLAU,y = ROT}.

Daraus wiirde man das entsprechende MCPN aus Abb. 7.6 erhalten.

Legende

Prioritét

t t
! P2 2 P3

100 0,0\ @ >[N oo @

(% .

Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Abbildung 7.6: Durch alternative Modus-Wahl entstandenes MCPN aus CPN mit Variablen von
Abb. 7.3.

In diesem MCPN liegt in ps nun kein Konflikt vor und beide Transitionen ¢; und ¢5 kdnnen ge-
feuert werden. Ob ein Konflikt vorliegt, hingt somit davon ab, welche Modi fiir die einzelnen
Transitionen gewahlt werden. Hieraus konnte man eine Strategie zur Modus-Wahl herleiten,
indem moglichst diejenigen Modi gewéhlt werden, die in Kombination miteinander keine
Konflikte erzeugen. Solche Strategien nennt man Modus- Wahl mit Konfliktprophylaxe
(vgl. [KD13]). Diese ,, Konfliktvermeidungs-Verfahren“ sind allerdings sehr rechenaufwandig,
weil die einzelnen Transitionen und ihre Modus-Wahl in Abhéngigkeit zueinander stehen.
Da aber schon bei einer einzigen Transition schnell mehrere Trillionen Rechnungen gemacht
werden miissen, um zuldssige Modi zu finden, kann es hier passieren, dieser sowieso grofle
Rechenaufwand mit der Anzahl der Transitionen noch potenziert wird. Zudem kann hierbei
nicht einmal garantiert werden, dass zulissige Modi existieren, die keine Konflikte verursa-
chen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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7 Konfliktlésung bei CPN mit Variablen

t t:
1 m 2

Klasse:
FARBE

Abbildung 7.7: Beispiel fiir einen nicht zu verhindernden Konflikt

Wenn ¢; und ¢y nebenldufig gefeuert werden sollen, ist keine Verhinderung des Konflikts
moglich, weil den Variablen x und y jeweils nur die Farbe ROT zugewiesen werden kann.
Dieses Beispiel zeigt, dass eine Konfliktprophylaxe allein nicht ausreicht, um bei CPN mit

Variablen eine allgemein giiltige Auflosung von Konfliktsituationen herbeizufiihren.

An dieser Stelle wird nun die formale und theoretische Behandlung der CPN und ihrer
Konfliktlosungen abgeschlossen. In Kapitel 8 wird auf ein ausfithrliches Anwendungsbeispiel
eingegangen, mit dem gezeigt wird, wie die entwickelte Theorie in eine Modellierung von

realen Prozessen eingebunden werden kann.
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8 Anwendungsbeispiel: Biergarten

Nun sollen die in der Theorie behandelten CPN und ihre Konfliktlosung in einer Anwendung
verwendet werden. Hierfiir soll ein Modell eines Biergartens vorgestellt werden, welches in
Anlehnung an die Arbeit von [KC11] modelliert wurde.

In diesem Buch wird bei der Modellierung des Biergartens allerdings ausschlielich die Bar
an sich ohne Géste und Kellner betrachtet, damit das Modell in einem tbersichtlichen Rah-
men bleibt, aber dennoch die wesentlichen Aspekte, welche in diesem Buch im Fokus der

Untersuchung stehen, beriicksichtigt werden.

8.1 Problemstellung

In der Bar des Biergartens arbeiten zwei Barkeeper, der eine Barkeeper ist allerdings Alko-
holiker und darf daher nicht mit alkoholischen Getrénken in Kontakt kommen. Daher sind
diese beiden Barkeeper voneinander getrennt in der Bar positioniert, so dass der eine nur Ge-
tréanke ohne Alkohol abfiillt  BARKEEPER OHNE ALC.) und der andere nur Getrénke
mit Alkohol abfillt (BARKEEPER ALC.). Beide Barkeeper erhalten Bestellungen aus
einem Bestellmenge (BESTELLUNG) und die Gléser fiir die Getrénke von einer Spiile
(SPULE). Da aber &fters Glasknappheit herrscht (bei ausgelassen feiernden Gésten geht
ofters etwas zu Bruch), kénnen nicht immer alle Getrdnke sofort abgefiillt werden. Daher
hat der Betreiber entschieden, dass bei Knappheit der Glaser alkoholische Getrédnke Vorrang
haben sollen, weil mit diesen mehr Gewinn gemacht werden kann. Das Sortiment der nicht
alkoholischen Getranke besteht aus Wasser, Limonade und Saft, das alkoholische Sortiment
aus Bier, Spirituosen und Cocktails. Des Weiteren verfiigt die Bar iiber die folgenden drei

Glasersorten: Pinnchen, Standardglas und Cocktailglas. Die einzelnen Getrinke werden in

145



8 Anwendungsbeispiel: Biergarten

die folgenden Glaser gefiihlt:

Wasser  — Standardglas
Limonade — Standardglas
Saft —  Cocktailglas
Bier — Standardglas
Spirituosen —  Pinnchen
Cocktail ~— Cocktailglas

Im Moment ist die folgende Bestellung zu erledigen:
2 Wasser, 1 Limonade, 1 Saft, 2 Bier, 1 Spirituose, 2 Cocktails.
Dabei sind die folgenden Gléser in der Spiile:
2 Pinnchen, 4 Standardgliser, 3 Cocktailglaser.

Wenn die Barkeeper Getrénke fertig gemacht haben, werden diese auf Férderbénder (FC)R—
DERBAND 1, FORDERBAND 2) gestellt, um sie an eine gemeinsame Entnahmestel-
le (TRESEN) zu transportieren. Diese Forderbander laufen in einer Kreuzung (KREU-
ZUNG) zusammen, aber weil es hier 6fter ,ZusammenstoBe” zwischen den einzelnen Ge-
tranken gegeben hat, hat der Betreiber eine Steuerung (STEUERUNG) eingebaut. Die-
se Steuerung regelt mithilfe zweier Stopper (STOPPER 1, STOPPER 2) den Einlass
der Getranke in die Kreuzung. Daher befindet sich immer nur genau ein Getrank in der
Kreuzung, fiir die solange eine Eintrittsblockade gilt, bis ein Sensor (SENSOR) nach der
Kreuzung passiert wurde und dadurch die Kreuzung wieder freigegeben wird. Allerdings
steht in der Beschreibung fiir die Mechanik nicht angegeben, in welcher Weise diese Freiga-
be erfolgt. Beobachtungen ergaben aber, dass ungefihr eine 50 : 50-Chance besteht, welcher
Stopper freigegeben wird. Auf dem nichsten Férderband (FORDERBAND 3) werden die
Getrénke nach vorne zu einem Greifer (GREIFER) transportiert, der die Getrénke in War-
teposition auf den Tresen abstellt und so fiir die Kellner erreichbar macht. Das Restaurant
(RESTAURANT) soll an dieser Stelle nur stark vereinfacht dargestellt werden; und zwar
soll nur abgebildet werden, dass die Getranke vom Tresen ins Restaurant gebracht werden

und ein monetéarer Rickfluss in die Kasse (KASSE) stattfindet, und zwar entsprechend den
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8.2 Modell eines gefirbten Petri-Netzes mit Variablen

Preisen des Biergartens. Die Preise (in Euro) auf der Karte sind:

Wasser
Limonade
Saft
Bier
Spirituosen
Cocktail

A

8.2 Modell eines gefarbten Petri-Netzes mit Variablen

Es soll nun fiir diese Problemstellung ein CPN mit Variablen modelliert werden. Dafiir wird
als Erstes eine Netzstruktur erzeugt. Hierfiir muss bestimmt werden, welche Komponenten
(Knoten) benétigt werden, um den Sachverhalt korrekt abzubilden. Dabei kommt es vor
allem darauf an, wie genau das Modell sein soll, um zu bestimmen, wie viele und vor allem
welche Komponenten benotigt werden. Einen Vorschlag fiir die Knoten bilden die fett mar-

kierten Komponenten in der obigen Problembeschreibung.

Nun soll bestimmt werden, welche Komponenten als Transitionen und welche als Pldtze
dargestellt werden sollen. An dieser Stelle konnen unterschiedliche Zuordnungen gemacht
werden, je nachdem wie das Modell konstruiert werden soll. Empfehlenswert ist es jedoch,
dass Komponenten, die Umwandlungen, Bearbeitungen, Produktionen oder Reduktionen
abbilden, als Transitionen und Komponenten, die eine Lagerung, Anzeige, Speicherung oder

Zustand wiedergeben, als Pliatze dargestellt werden.

Demnach sollten die Komponenten:
« BARKEEPER OHNE ALC.
« BARKEEPER ALC.
« STOPPER 1
« STOPPER 2
« SENSOR
« GREIFER

« RESTAURANT
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8 Anwendungsbeispiel: Biergarten

als Transitionen und die Komponenten:
« BESTELLUNG
« SPULE
« FORDERBAND 1
« FORDERBAND 2
« KREUZUNG
« STEUERUNG
« FORDERBAND 3
« TRESEN
« KASSE

als Platze definiert werden.
Aus der obigen Problembeschreibung wird nun die Netzstruktur in Abb. 8.1 modelliert.

Als néchstes ist von Interesse zu bestimmen, welche Klassen fiir die Token benétigt werden.

Ein Vorschlag ist, die folgenden Klassen mit den dazugehorigen Auspragungen zu verwenden:

GETRANKE := {W, L, S, B, Sp, C} = {Wasser,Limonade,Saft,Bier,Spirituose,Cocktail },
GLASER := {P,G,Cg} = {Pinnchen,Standardglas,Cocktailglas},

GELD :={1,2,3,5},

SIGNAL := {e}.

Die Klasse SIGNAL wird verwendet, um Signale bei der Steuerungseinheit darzustellen. Im

Prinzip ist ein Token mit der Farbe e wie ein Token aus einem ,normalen“ Petri-Netz zu

betrachten.
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BESTELLUNG SPULE
BARKEEPER BARKEEPER
OHNE ALC. ALC.

FORDERBAND 2 FORDERBAND 1
STEUERUN

STOPPER 2 STOPPER 1

Q

KREUZUNG

SENSOR

FORDERBAND 3

Y

GREIFER

TRESEN

RESTAURANT

KASSE

o 1

Abbildung 8.1: Netz zur Problemstellung , Biergarten®
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Hiernach werden den einzelnen Plitzen folgende Klassen zugeordnet:
e k(BESTELLUNG) = GETRANKE
« k(SPULE) = GLASER
« k(FORDERBAND 1) = GETRANKE
« k(FORDERBAND 2) = GETRANKE
« k(KREUZUNG) = GETRANKE
« k(STEUERUNG) = SIGNAL
o k(FORDERBAND 3) = GETRANKE
« k(TRESEN) = GETRANKE
« k(KASSE) = GELD

Man erhélt folgendes Netz mit in Klammern angegebenen Klassen in Abb. 8.2.

Zu den Klassen werden nun die folgenden Variablen

Vi={g.gl €},
mit den dazugehorigen Klassen
e k(g9) = GETRANKE
« k(gl) = GLASER
o k(€) = GELD

definiert.

Werden dem Netz nun noch Gewichte an den Pfeilen hinzugefiigt, so erhilt man das CPN
mit Variablen aus Abb. 8.3.
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BESTELLUNG SPULE

(GETRANKE) (GLASER)

BARKEEPER BARKEEPER
OHNE ALC. ALC.

FORDERBAND 2 FORDERBAND 1
(GETRANKE) STEUERUNG (GETRANKE)

(SIGNAL)

STOPPER 2 STOPPER 1

KREUZUNG
(GETRANKE)

)

SENSOR

FORDERBAND 3

(GETRANKE)

Y

GREIFER

TRESEN

(GETRANKE)

RESTAURANT

KASSE

(GELD)

o 1

Abbildung 8.2: Netz mit Klassen zum Beispiel ,,Biergarten®
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BESTELLUNG
(GETRANKE)

O ©)

BARKEEPER
OHNE ALC.

)

FORDERBAND 2

STEUERUNG
(SIGNAL)

(GETRANKE)

o (.o

STOPPER 2

KREUZUNG
(GETRANKE)

SENSOR

FORDERBAND 3

(GETRANKE)

GREIFER

TRESEN

(GETRANKE)

RESTAURANT

KASSE

(GELD)

O]

SPULE

(GLASER)

- BARKEEPER

C

FORDERBAND 1

(GETRANKE)

©\_/J ©

STOPPER 1

Abbildung 8.3: Netz mit Klassen und variabler Pfeilgewichtung fiir das Modell ., Biergarten®
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8.2 Modell eines gefirbten Petri-Netzes mit Variablen

Als Nachstes wird die Modus-Menge B des Netzes bestimmt, die sich aus den Zuordnungen

der Getranke zu Glésern und Preisen wie folgt ergibt:
B = {81, 82, 83, Ba: B5: 6}
mit

Br:{g=W,gl=G,€=1},
Ba:{g=1L,gl=G,€ =23},
B3 :{g=5,9l=Cg,€=3},
Bs:{g9=B,gl =G ,€=3},
Bs : {g = Sp,gl = P,€ =2},
Bs:{g=C,gl=Cg,€=5}

Allerdings diirfen wiederum nicht alle Transitionen in allen diesen Modi feuern, so dass fiir
jede Transition ¢ eine jeweils eigene Modus-Menge m(t) gebildet werden muss, die man der

folgenden Tabelle entnehmen kann.

Tabelle 8.1: Zuordnung der einzelnen Modus-Mengen zu den Transitionen des Netzes ,,Biergarten®

Transition ¢ Var(t) :== m(t) =

BARKEEPER OHNE ALC. {g,9l} {B1, B2, B3}

BARKEEPER ALC. {g,91} {B4,B5,B6}
STOPPER 1 {9} {B1, B2, B3, B4, B, Bo }
STOPPER 2 {9} {B1, 82,83, 84,85, 86}
SENSOR {9} {B1, B2, 83,84, 85,86}
GREIFER {g} {B1, B2, 83,84, 85, b6}
RESTAURANT {9,€} {B1,B2, B3, B4, Bs5, b6 }

Da nun fiir jede Transition eine Modus-Menge bestimmt ist, in der die Transitionen grund-
séitzlich gefeuert werden konnten, muss noch festgelegt werden, wie der Modus bestimmt
wird, in dem gefeuert wird. Hierfiir wird der Einfachheit halber die Modi-Wahrscheinlichkeitswahl
verwendet, wobei fir die Wahrscheinlichkeiten aller Modi innerhalb einer Modus-Menge der

Gleichverteilungsansatz unterstellt wird.

Nun werde das spezielle Konfliktverhalten einiger Komponenten betrachtet.
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8 Anwendungsbeispiel: Biergarten

Glasknappheit

Wenn zu wenige Gléaser in der Spiile vorhanden sind, um alle bestellten Getrénke abzufiil-
len, dann hat der ,alkoholische“ Barkeeper Vorrang. Diese Entscheidung trifft im Modell die
Spiile. Dazu wird eine Prioritétsfunktion ¢ definiert, die den Pfeilen (SPULE, BARKEEPER
ALC.) und (SPULE, BARKEEPER OHNE ALC.) die folgenden Prioritéten zuordnet:

o(SPULE, BARKEEPER ALC.) := 1
o(SPULE, BARKEEPER OHNE ALC.) := 2

Mit diesen Prioritdten konnte nun mittels lokalem Prioritdtenverfahren eine lokale Losung

des Konfliktes bestimmt werden. Hiermit wére ein praxisadaquates Verhalten des CPN ab-

gebildet.
Legende
Prioritiit
BESTELLUNG SPULE
(GETRANKE) (GLASER)
BARKEEPER BARKEEPER
OHNE ALC. ALC.
O O]
Abbildung 8.4: Konfliktsituation Glasknappheit im Modell ,Biergarten“
Kreuzungsengpass

Diese Konfliktsituation tritt ein, wenn zwei Getrénke gleichzeitig die Kreuzung passieren
sollen. Hierbei wird laut Beobachtung zuféllig entschieden, welches Getrank passieren darf
und welches erst spater. Die Entscheidung dariiber trifft die Steuerung der Stopper. Dies
wird dadurch erreicht, dass der Platz STEUERUNG nur mit einem einzigen Token

2(STEUERUNG) := {(e, 1)}
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8.2 Modell eines gefirbten Petri-Netzes mit Variablen

markiert ist, so entsteht automatisch ein Konflikt in der STEUERUNG, wenn auf beiden
Forderbandern ein Getrénk steht, welches die Kreuzung passieren soll. Um diesen Konflikt
zu 16sen, wird eine Wahrscheinlichkeitsfunktion w definiert, die den Pfeilen (STEUERUNG,
STOPPER 1) und (STEUERUNG, STOPPER 2) dieselben Wahrscheinlichkeiten zuweist:

w(STEUERUNG, STOPPER 1) = 0,5,
w(STEUERUNG, STOPPER 2) = 0,5.

Mit diesen Wahrscheinlichkeiten kann nun mittels lokalem Wahrscheinlichkeitsverfahren eine
lokale Losung des Konfliktes bestimmt werden. Durch die Riickfithrung eines Token durch
die Transition SENSOR ist gewéihrleistet, dass die STEUERUNG die KREUZUNG wieder

frei gibt. Hiermit wére wieder ein praxisaddquates Verhalten des Petri-Netzes abgebildet.

FORDERBAND 2 FORDERBAND 1

(GETRANKE) ST(S%ENRAULI;TG (GETRANKE)

©

STOPPER 2 STOPPER 1

KREUZUNG
(GETRANKE)

SENSOR

Abbildung 8.5: Kreuzungsengpass im Modell ,Biergarten®
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8 Anwendungsbeispiel: Biergarten

Als letztes muss nun noch fiir jeden Platz ein Anfangszustand bestimmt werden, der sich

aus den aktuellen Bestellungen und verfiigbaren Glésern in der Spiile wie folgt ergibt:

2(BESTELLUNG) := {(W,2), (L, 1), (S.1), (B,2), (Sp. 1), (C. 2)}
2(SPULE) := {(P,2),(G.4),(Cg.3)}

z(FORDERBAND 1) :=
2(FORDERBAND 2) :

(

(

( 0
( 0

2(KREUZUNG) := 0

(

(

(

(

2(STEUERUNG) := {(s,1)}
2(FORDERBAND 3) := 0
z(TRESEN) :=0)

z(KASSE) := 0.

Hierdurch erhilt man das endgiiltige Modell aus Abb. 8.6.

Mit einer Erweiterung dieses Modells konnte der Ablauf der Getrankeabfiillung in der Bar
an einem Abend simuliert werden. Allgemein kénnen Petri-Netz-Modelle Aufschluss iiber
komplexe Zusammenhédnge in einem Prozess geben, indem man die Startbedingungen oder
bestimmte Verhaltensregeln im Modell andert und deren Auswirkungen simuliert. Zum Bei-
spiel konnte eine Untersuchung der Konfliktlosungen des Modells stattfinden, und zwar in
Bezug darauf, ob effizientere Strategien existieren und um damit eine Optimierung des Pro-
zesses zu erwirken. Des Weiteren konnte dieses Modell ,beliebig® erweitert werden, z.B. um
ein Zuriickkommen von gebrauchten Glasern zur Spiile, Neubestellungen von den Gésten
oder eine Knappheit von ,Rohstoffen® zur Getrédnkeabfiillung. Interessant ware auch die
Transition RESTAURANT durch Komponenten wie Kellner oder Géste zu ersetzen und so

ein genaueres Verhalten des Prozesses zu erzeugen.
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BESTELLUNG O SPULE

(GETRANKE)

BARKEEPER
OHNE ALC.

BARKEEPER
ALC.

©
FORDERBAND 2 FORDERBAND 1
(GETRANKE) <> STEUERUNG <> (GETRANKE)
©

N
Q

(SIGNAL)

©

STOPPER 2 STOPPER 1

KREUZUNG
(GETRANKE)

FORDERBAND 3
(GETRANKE)
0)

GREIFER

TRESEN
(GETRANKE)

RESTAURANT

KASSE

(GELD)

Abbildung 8.6: Endgiiltiges Modell . Biergarten®
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9 Ausblick

In diesem Buch wurde eine anschauliche Einfithrung in das Gebiet der (gefirbten) Petri-
Netze und ihrer Formalismen gegeben, die fir eine ,einfache” Simulation bendtigt werden.
Allerdings sind mit den bis jetzt vorgestellten Elementen nur sehr eingeschrinkte Petri-
Netz-Modelle und darauf basierende Simulationen maéglich. In néchster Zukunft werden im
Rahmen des CPN-Projektes des Forschungs- und Entwicklungsschwerpunktes AMMO wei-

tere Entwicklungen im Bereich der Petri-Netz-Simulation folgen.

Geplant sind die folgenden Erweiterungen:

a) CPN mit Variablen sollen auf ,allgemeine“ gefirbte Petri-Netze (vgl. [JK09]) erweitert
werden, um so einen Formalismus zu erhalten, mit dem die meisten gingigen CPN-

Modelle abgebildet werden konnen.

b) Eine Einfithrung der Konzepte der kapazitierten Petri-Netze (vgl. [Prol3]) und deren
Ubertragung auf die gefirbten Petri-Netze.

c) Eine Einfithrung der Konzepte der erweiterten Petri-Netze (vgl. [Prol3]) und deren
Ubertragung auf die gefirbten Petri-Netze.

d) Fiir viele Simulationen ist der Begriff der ,,Zeit* von entscheidender Bedeutung; daher
sollen die PN und CPN um verschiedene Zeit-Konzepte (vgl. [Prol3] und [Ger04])

erweitert werden.

An dieser Stelle soll abschliefend ein kurzer, anschaulicher Einblick auf die zukiinftigen

Erweiterungen gegeben werden.

9.1 , Allgemeine” gefarbte Petri-Netze

Die bis jetzt behandelten CPN mit Variablen (vgl. Kap. 6) bilden die Grundlage fiir die

Theorie der gefirbten Petri-Netze mit Variablen und daher nur einen einfachen Spezialfall
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9.1 ,Allgemeine” gefirbte Petri-Netze

der ,allgemeinen® CPN , &hnlich wie bei dem Zusammenhang von SCPN und MCPN (vgl.
Kap. 4). Es existiert bereits eine Vielzahl von komplexen Erweiterungen in diesem Gebiet.
Diese Erweiterungen werden in mancher Literatur auch als Pradikaten-Transitions-Netze
(vgl. [Ger04]) bezeichnet. Solche Erweiterungen fithren zum sog. "non-hierarchical Coloured
Petri Net" von [JK09, S. 87].

Bei diesen CPN wird als Pfeilgewichtung keine Multimenge aus Konstanten und Variablen
mehr verwendet, sondern ein jeweilig passender Ausdruck. Dafir wird eine Ausdrucksmen-
ge definiert (vgl. [JK09, S.84]), welche alle Ausdriicke eines CPN enthélt. Diese Ausdriicke
werden in der Regel recht unmathematisch in einer gewissermaflen sprachlichen Algebra
(vgl. [Ger04]) oder in einer Pseudoprogrammiersprache (vgl. [JK09]) definiert, wie das fol-
gende Beispiel zeigt.

t
P P2
if z=@
&) © e gge
Q@
Klasse: Klasse:
FARBE FARBE

Abbildung 9.1: Allgemeines CPN mit Pseudoprogrammiersprache

Diese Ausdriicke stellen im mathematischen Sinne Abbildungen dar. Anders als zu vermuten
sind diese Abbildungen nicht von den Variablen im Petri-Netz abhéangig, sondern von dem
Modus, in welchem die jeweilige Transition gefeuert wird. Bei dem obigen Beispiel wiirde

fiir ¢, mit der Modus-Menge

m(ty) = {1, B2, Bs}

und den Modi

b1 : {z =ROT},
By : { = BLAU},
B3 : {x = GRUN}.

159



9 Ausblick

der Ausdruck

if z = {(ROT, 1)}
then {(ROT, 1), (BLAU,2)}
else {(GRUN,2)}

der folgenden Abbildung

{(ROT, 1), (BLAU,2)} falls 8 = 8,
y(8) = ¢ {(GRUN, 2)} falls B = B,
{(GRUN, 2)} falls 3 = S

entsprechen.

Diese ,allgemeinen“ CPN ermdglichen es, sehr komplexe Modelle recht tibersichtlich zu
modellieren und eine grofie Bandbreite von Problemstellungen zu bewéltigen. Die Proble-
matik an ihnen ist allerdings, dass immer eine Formalsprache fiir die Ausdriicke verwendet

wird, die ein Benutzer lernen und auch verstehen muss.

9.2 Kapazitierte (gefarbte) Petri-Netze

In vielen Situationen des alltéglichen Lebens gibt es naturgeméf bestimmte Ober- und Un-
terschranken fiir die Anzahl oder Menge von bestimmten Elementen, wie z.B. dass maximal
10 Personen in einem Fahrstuhl fahren diirfen oder das mindestens 2 Arbeiter notwendig
sind, um eine Tétigkeit auszufiihren. Um diese Sachverhalte abbilden zu kénnen, verwendet
man die kapazitierten Petri-Netze (vgl. [Prol3]). Diese Petri-Netze haben eine Minimalka-
pazitit und eine Mazimalkapazitit, welche die minimale bzw. maximale Anzahl von Token

angibt, die im jeweiligen Platz enthalten sein kann.

t 123

Cmm, =1
Cmaz =4

Abbildung 9.2: Petri-Netz mit Kapazitdten
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9.2 Kapazitierte (gefarbte) Petri-Netze

Im obigen Beispiel miisste der Platz p mindestens ein Token und diirfte maximal vier To-
ken enthalten. Diese Kapazitaten nehmen wesentlichen Einfluss darauf, ob eine Transition
aktiviert ist. Denn wenn durch das Feuern einer Transition eine dieser Bedingungen verletzt
wiirde, ist diese Transition nicht aktiviert. Dadurch entstehen zwei neue Konfliktsituationen

und zwar der kapazitive Input-Konflikt und der kapazitive Output-Konflikt.

Die Konfliktlgsungskonzepte (vgl. Kap. 2) und Feuerszenarien (vgl. Kap. 3) sollen auf ka-

pazitierte PN angepasst und auf kapazitierte CPN tbertragen werden.

Klasse: FARBE
Crnin = {(R 1)7 (B7 2)7 (G7 0)}
Cmaz = {(R 5)7 (Bv 4)7 (G‘ OO)}

—_5 —
|min| = 9, C\maz\ -

Abbildung 9.3: Kapazitiertes gefarbtes Petri-Netze mit Gesamtkapazitéit

Bei dem gefirbten Petri-Netz im obigen Beispiel miisste der Zustand von py. mindestens
{(ROT,1),(BLAU,2),(GRUN, 0)} und maximal {(ROT,5), (BLAU, 4), (GRUN, 00)} sein.
Zuséatzlich konnte man noch die Bedingungen einfiigen, dass eine minimale und maximale
Gesamtanzahl von Tokens in einem Platz enthalten sein muss, z.B. in pg. miissen mindestens

fiinf und diirfen maximal zehn Token beliebiger Farbe enthalten sein (Gesamtkapazititen).
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9.3 Erweiterte (gefarbte) Petri-Netze

Viele Prozesse in der Realitat hingen davon ab, dass ein bestimmter Zustand eintritt, z.B.
eine Ampel springt nur dann auf Griin um, falls ein Auto an der Kreuzung steht, oder ein
Méannerwitz wird nur erziahlt, wenn sich keine Frau im selben Raum befindet. Bei diesen Si-
tuationen hangt die Durchfiihrung eines Prozesses nur vom Zustand ab, der selber nicht ver-
andert wird. Fiir solche Problemstellungen werden die erweiterten Petri-Netze (vgl. [Pro13])
verwendet, bei denen spezielle Pfeile eingefiihrt werden, und zwar Testpfeile (gestrichelte

Pfeile) und Hemmpfeile (Pfeile mit Kreisspitze).

P

Abbildung 9.4: (Gefiirbtes) Petri-Netz mit Testkante und Hemmkante

Testpfeile sorgen dafiir, dass eine Transition nur aktiviert ist, wenn der Zustand des Platzes
echt grofler ist als das Pfeilgewicht des Testpfeils. Im obigen Beispiel kann ¢ nur aktiviert
sein, wenn in p; mehr als ein Token ist. Hemmpfeile sorgen dafiir, dass eine Transition
nur aktiviert ist, wenn der Zustand des Platzes echt kleiner ist als das Pfeilgewicht des
Hemmpfeils. Im obigen Beispiel kann ¢ nur aktiviert sein, wenn in p; weniger als ein Token
ist. Bei beiden Pfeilsorten wird beim Feuern der Zustand des verbundenen Platzes nicht

verandert.

Diese Konzepte lassen sich analog auch auf den geférbten Fall iibertragen, wie im obigen

Beispiel angedeutet wird.
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9.4 (Gefarbte) Petri-Netze mit Zeit

Die meisten Prozesse haben eine starke Zeitabhéngigkeit. Eine Ampel ist beispielsweise 25
Sekunden grin, 5 Sekunden gelb und dann erst rot; eine Maschine, die im 2-Sekunden-Takt
eine bestimmte Tatigkeit ausfithrt, oder das Befiillen eines Glases dauert 8 Sekunden. Da-
her braucht man fir die Simulation solcher Prozesse auch einen Zeitbegriff. Fiir (geférbte)
Petri-Netze gibt es einige Zeitvarianten (vgl. [Prol3], [Ger04], [JK09]). Zu den bereits in der
Modelica-Petri-Netz-Bibliothek PNIib vorhandenen sollen weitere Zeitvarianten implemen-

tiert werden.

P1

Abbildung 9.5: Petri-Netz mit Wartezeiten

Im obigen Petri-Netz sind den Transitionen Wartezeiten zugewiesen (vgl. [Prol3]); dies
bedeutet, dass eine Transition erst feuert, wenn nach ihrer Aktivierung eine bestimmte Zeit
abgelaufen ist. Im Beispiel feuert ¢; erst, wenn drei Zeiteinheiten abgelaufen sind, und ¢,
erst, wenn eine Zeiteinheit abgelaufen ist. Der Zustandsverlauf der beiden Pliatze p; und ps

kann im unteren Diagramm verfolgt werden.
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z(p1)

0 Zeit
10

0 Zeit
10
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Abbildung 9.6: Zustandsverldufe des Petri-Netzes mit Wartezeiten
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Anhang: Multimengen

Eine Multimenge ist eine modifizierte Form des Mengenbegriffs aus der klassischen Men-
genlehre nach Cantor, indem es bei einer Multimenge erlaubt ist, ein und dasselbe Element

mehrmals zu enthalten. Dementsprechend miissen auch die Mengenoperationen auf Multi-

mengen modifiziert werden (hierzu siehe [Mon01], [Syr87]).

Beispiel:
(a) Ein Beispiel einer Multimenge iiber der Menge A = {ROT,BLAU,GRUN} ist:
M = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 1)},
was auch interpretiert werden kann als
M = {ROT,ROT,ROT, BLAU, BLAU, GRUN}
oder auch ungeordnet als

M = {ROT, BLAU, ROT, GRUN, ROT, BLAU}.
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(b) Ein weiteres Beispiel einer Multimenge iiber der Menge A ist:
M = {(ROT,2), (BLAU, 0), (GRUN, 1)},
was auch interpretiert werden kann als
M = {ROT,ROT,GRUN}
oder auch ungeordnet als

M = {ROT, GRUN, ROT} = {GRUN, ROT, ROT}.

Im Extremfall kann die stiitzende Menge einer Multimenge die Grundmenge selber sein
(supp(M) = A), wenn es kein Element a € A mit h(a) = 0 gibt. Umgekehrt kann die
stiitzende Menge aber im anderen Extremfall auch die leere Menge () sein, wenn némlich

jedem Element a € A die Haufigkeit h(a) = 0 zugewiesen wird.

Beispiel:
Gegeben iiber der Menge A = {ROT, BLAU, GRUN} sei die Multimenge:

M = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 0)}.
Die Stiitzmenge von M ist

supp(M) = {ROT, BLAU}.
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Beispiel:
Gegeben iiber der Menge A = {ROT, BLAU, GRUN} sei die Multimenge:

M = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 0)}.
Die Machtigkeit der Multimenge von M ist

|M| = h(ROT) + h(BLAU) + A(GRUN) = 3 + 2 4 0 = 5.

Beispiel:
Gegeben iiber der Menge A = {ROT, BLAU, GRUN} seien die drei Multimengen:

M, = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 1)},
My = {(R'OT7 2)7 (BLAU7 1)7 (GR'UN7 1)}7
My = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 1)}.

(a) M, ist eine (echte) Teilmenge von My (My C M):

ha(ROT) = 2 < 3 = hy (ROT),
hy(BLAU) = 1 < 2 = h; (BLAU),
hy(GRUN) = 1 < 1 = Iy (GRUN).



(b) Mjz und M sind gleich (Ms = M;):

hs(ROT) = 3 = hy (ROT),
hs(BLAU) = 2 = hy(BLAU),
hs(GRUN) = 1 = hy (GRUN).

Bemerkung:
Im Fall My C M ergibt sich die Differenz M; \ M, vereinfacht als

My \ My ={(a,d(a)) | a € A,d(a) = hy(a) — ha(a)}.

Beispiel:
Gegeben iiber der Menge A = {ROT, BLAU, GRUN} seien die zwei Multimengen:

M; = {(ROT, 2), (BLAU, 2), (GRUN, 1)},
M, = {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 2)}.

(a) Die Vereinigungsmenge von M; und M, ist

My @ M, = {(ROT, 2), (BLAU, 2), (GRUN, 1)} & {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 2)}
= {(ROT, 2 +2), (BLAU, 2 + 1), (GRUN, 1+ 2)}
= {(ROT, 4), (BLAU, 3), (GRUN, 3)}.
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(b) Die Differenzmenge von M; und M, ist

My \ My = {(ROT, 2), (BLAU, 2), (GRUN, 1)} \ {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 2)}
= {(ROT,maz(2 — 2;0)), (BLAU, maz(2 — 1;0)), (GRUN, maz(1 — 2;0))}
= {(ROT,0), (BLAU, 1), (GRUN, 0)}.

Beispiel:
Gegeben iiber der Menge A = {ROT, BLAU, GRUN} sei die Multimenge

M, = {(ROT,?2), (BLAU,2), (GRUN, 1)}
und iber der Menge B = {ROT, PINK, SCHWARZ} sei die Multimenge
M, = {(ROT, 2), (PINK, 1), (SCHWARZ, 2)}.

Die Vereinigungsmenge von M; und M, ist

M; M, = {(ROT, 2), (BLAU, 2), (GRUN, 1)} & {(ROT, 2), (PINK, 1), (SCHWARZ, 2)}
= {(ROT, 2 +2), (BLAU, 2), (GRUN, 1), (PINK, 1), (SCHWARZ, 2)}
= {(ROT, 4), (BLAU, 2), (GRUN, 1), (PINK, 1), (SCHWARZ, 2)}.
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Beispiel:
Gegeben iiber der Menge A = {ROT, BLAU, GRUN} seien die vier Multimengen:

M, = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 1)},
M, = {(ROT, 2), (BLAU, 1), (GRUN, 1)},
M; = {(ROT, 1), (BLAU, 1), (GRUN, 0)},
M, = {(ROT, 3), (BLAU, 2), (GRUN, 1)}.

Die N-dre Vereinigungsmenge aller M; ist

W M, =M wMwMw M, = {(ROT,9), (BLAU, 6), (GRUN, 3)}.

i=1,....4

Abschlielend werde noch eine alternative Schreibweise fiir Multimengen eingefiihrt, die ins-

besondere bei ausfithrlichen Mengenausdriicken fiir mehr Ubersichtlichkeit sorgen kann. Die-
se Darstellungsform lehnt sich an die Schreibweise fir algebraische Potenzausdriicke und
diesbeziigliche Potenzregeln an, etwa: a®- b*> - c = a3 - % - c! - d°.

Uber einer endlichen Grundmenge A = {a; | i = 1,...,m} sei M = {(a;,(a;)) | i =

1,...,m} eine Multimenge gemafl Def. A.1. Diese Multimenge lésst sich folgendermaBen
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auch in Potenzdarstellung schreiben:

]WfHa =gl gl alr mit by o= h(a) fici=1,...,m.
Hieraus ergibt sich auf kanonische Weise eine vereinfachte Schreibweise fiir die in Def. A.5
eingefithrte Summe fiir zwei Multimengen M; = {(a;, h(a;)) | i =1,...,m} und

My = {(a;,9(a;)) | ¢ = 1,...,m} iber der Grundmenge A, wobei h und g die Haufig-
keitsfunktionen von M; bzw. M, seien sowie h; := h(a;) und g¢; := g(a;) fir i = 1,...,m

gelte:

m m m

hi : h .

Myw My = [[a) - [[af =[] ai"™.
i=1 i=1

i=1

Diese Schreibweise lasst sich ohne Weiteres auch auf die N-dre Summe iibertragen.

Im Fall My C M lasst sich die Differenz M; \ M, ebenfalls vereinfacht schreiben als:

m hi m
M\ M, = Hz 1“ Hahl 9i.
i=1

le
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